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DISCOURS 

P RÉ LI MI NA IRE. 

A. TEi'SE les Géomètres eurent-ils com- 
mencé à comparer les figures; reâiligncs 
V avec les curvilignes , qu'ils firent ufage 
c- des raifoûs & des quantités dont là diffé- 
rence devenoit plus petite qu'aucune gran:- 
I ^ deur donnée. Les Mathématiciens qui firi- 
virent , ênftuyés de la longueur des. dé- 
monftrations , établirent quelques lem-r 
mes dont ils faifoient ufage dans les re- 
cherches particulières. Tous ces lemmes 
font renfermés dans ce principe: les quati^ 
tîtés & les rapports des quantités qui vont 
en s^ approchant de F égalité , de manière 
que leur différence devient plus petite qu'au* 
cune quantité donnée j font , à la fin éga-- 
ks. Ce principe eft évident; car, fi on 
fuppofe qu'à la fin leur différence (bit D, 
quantité donnée > elles ne pourroient pas 
approcher de Tégalité plus ' près que de 
la quantité D , ce qui eft contre Thypo- 
thèfe. Si peu qu'on foit verfé dans la 
leôure d'Apollonius , d'Archimède & dé 
Tome III. a ^r^ 
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]?appûs j on ne fauroic difconvenir que 
les Grecs n'euflent des méthodes pour 
mener les tangentes des -courbes , mais 
elles éeoient longues & laboricufes. Quoi 
de plus pénible , en efFec j que de démon- 
r^enr ^qu'une ligne droite menée à un point 
d'une courbe , eft tangente de cette cour-- 
be 9 lorfaue les ordonnées voifînes y Tune 
de la droite, l'autre de la gauche, & ter- 
minées a cette ligne ^ font à la fois plus 
grandes op à la fois plus petites que celles 
de la courbe ? quoi de plus prolixe que 
de mefurer les aires curvilignes par des 
figures infcrites & circonfcrites ? Fermât 
çtt le premier, je penfe , qui, pour me- 
furer les lignes courbes, ait employé deux 
figures . dont l'une a un plus grand péri- 
mètre oc Tautre un plus petit périmètre 
que celui de la courbe. Mais fon inven- 
tion n'eft pas d'une grande uiilité^» 

Gavalieri de Milan , fuivant la route que 
le, célèbre Galilée , dont il avoit été au- 
diteur , avoit tracée dans fes dialogues de 
la Nouvelle Science , fit imprimer à Bou- 
logne en 1635 un Ouvrage confidérable 
fijr la méthode des indiviîibles , dans le- 
quel on trouve des recherches précieufes 
lur les rapports '& îes mefuws des furfa- 
cts &c des folides curvilignes. Toricelli , 
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Roberval , Tacquet & prefque tous les 
Géomètres de ce tcms-là, firent ufage do 
cette méthode. 

On ne doit pas pafler fous filcnce Gré- 
goire de S. Vincent & Wallis qui , exci- 
tés par les découvertes de Cavalieri , tra- 
vaillèrent avec fuccès à l'avancement des 
Mathématiques. Mais, quoique Cavalieri 
& ceux qui , après lui, ont tait ufage de 
la méthode des indivifibles , paroifFcnc 
n'avoir prétendu autre chofe finon , qu'il 
y a la même proportion entre les folide^ 
& lès furfaces q\i'entre les furfaces & lei 
lignes , bien des gens ont penfé que la 
méthode coniifioit a faire voir que les 
folides font compofés de furfaces , les fur- 
faces de lign^ & les lignes de points , oe 
qui fans xloute ferôit un paralogifme des 
plus palpables ; car les points Mathéma-* 
tiques n'ayant aucune longueur , les lignes 
aucune largeur , & les furfaces aucuiae 
épaifîcur , un ailemblage de points ne fau-, 
roit produire une ligne, ni unafTemblage 
de lignes une (urface, ni un aifemblagç 
de furfaces un folide. Les anciens Mathé- 
maticiens jaloux de conferver l'évidence 
géométrique dans le|3r$ procédés n'ont ja-* 
mais pàffé par ces degrés ; c'eft-à-dire , 
ne font jamais defcendus des folides aux 
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furfaces , des furfaces aux lignes , Se des. 
lignes aux points (*). 

Avant auë la méthode des indivifibles 
eût paru , rilluftre Fermât en avbit donné 
une pour mener les tangentes des cour- 
bes j & pour trouver les maxima & les 
minima. L'Ouvrage de ce Géomètre fut 
fuivi de la nouvelle Méthode de Newton 
& de Leibnitz, je veux dire, de la Métho- 
de des Fluxions ou des Infiniment petits* 
Mais je ne puis me perfuader que tous 
ceux qui en ont fait ufage , ou qui Tont 
enrichie s'en foient formé la même idée. 
£n eiFet y en lifant les Livres modernes 
qui traitent du Calcul Différentiel ou du 
Calcul des Infiniment petits j on a bien 
qe la peine à s'empêcher de penfer que 
leurs Auteurs défignent des quantités fi- 
nies fous le nom d'Infiniment petites, 
quoiqu'ils aflûrent qu^elles font beaucoup 
plus petites que celles auxquelles ils les 
comparent , comme fi par exemple, on 
compare une goutte d'eau avec TOcéan, 
çu un grain de poufliere avec le globe 

( * ) ^eux qui voudront avoir quelques notions rnéca* 
phylîques fur la nature des lignes , peuvent confulter la 
Diflertation fut le tems que nous avons mife dans notre 
Métaphyfîque. 
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terreftre. C'eft- là , fans doute , ce qui a 
porté plufîeurs Savans à critiquer & à 
rejetter cette belle théorie. Mac - Laurin 
voulant ôter tout fujet de difpuce , a entre- 
pris de démontrer les loix du Calcul Infi- 
nitéfimal félon la méthode des anciens 
Géomètres; maisfes démonftrations, quoi- 
que figoureufes & claires , fuppofenc 
beaucoup de patience dans Le leâeur. Le 
célèbre Euler prétend que les quantités 
différentielles ne .font autre chofe que de 
purs riens, nous ne faurions être deTavis 
de ce grand homme , pour les raifohs que 
nous avons données dans notre Calcul 
[Différentiel ; nous ne pouvons non plus, 
adopter Topinion du grand Newton qui 
regarde les différentielles ou fluxions 
comme des quantités évanouiffantes ; par-^ 
ce que Ton ne peut conlîdérer une chofe 
dans fon, paflage du néant à Terre, ou de 
l'exiftence à la non-exiftence : mais il nous 
paroît , ainfi que nous l'avons dit dans 
nos recherches Métaphyfîques fur la na-^ 
ture du Calcul Différentiel , (recherches 
que nous avotis inférées dans la première 
feâion de la féconde partie de ce Cours ) , 
que les différentielles font des quantités 
qui font quelque chofe dans le calcul & 
qui s'^vauouiffent > à la fin du calcul. Tel 
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eft , félon nous , Tartifice du Calcul Dif- 
férentiel , qui avoit échappé à bien des 
gens. 

A peine la nouvelle méthode fut*- elle 
connue que les Géomètres travaillcreni à 
la perfedionner. Les deux frères , Jacques 
& Jean Bernoulli Tenrichirent des plus 
belles découvertes. Tout le monde fait 
que le Calcul Infinitéfimal a deux parties, 
le Calcul Différentiel & le Calcul Inté- 
gral , ou le Calcul des Fluxions & celui 
des Fluentes. Le premier pafTc d'une équa- 
tion finie à une autre qui renferme des 
quantités infiniment petites ou inalfigna- 
bles: comme il étoit bien plus facile que le 
fécond , on eut bientôt trouvé le moyen de 
différencier une quantité donnée dans tous 
les cas ; de-là a réfulté la méthode direfte 
des tangentes , celles des maximis 6c mi^ 
nirn'is , &c ; mais lorfqu'on a voulu reâi- 
fier les lignes courbes , quarrer les fur- 
faces , cuber les folides > on a eu befoin 
de cette opération qu'on nomme intégra- 
tion , par le moyen de laquelle on paffc 
d'une équation différentielle à l'équation 
finie qui Tavoii; produite. Mais toutes les 
formules différentielles n'étant pas fuf* 
ceptibles d'une intégrale, algébrique , on 
a eu recours aux fériés par le moyen dcf- 
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quelles on trouve des intégrales expri-^ 
mées par un nombre infini de termes. 
Brunker, Mercator & Jacques- Grégoire, 
avoienc démontré depuis long-tems que 
Taire hyperbolique peut être exprimée 

{)ar une férié infinie. Après Newton & 
es autres Ânglois de cette école , cette 
méthode eft devenue d'un grand ufage* 
Leibnitz , les deux frères Bernoulli , & 
Je grand Euler en ont trouvé plufieurs; 
mais pour retirer un certain avantage àt$ 
fériés , il faut les rendre audi convergentes 
qu^il eft poffible, 

La méthode d'intégrer les formules par 
les quadratures eft bien plus élégante & 
plus utile ; mais les Géomètres prefcri* 
vent avec raifon de s'abftenir des courbes 
plus élevées , lorfque les plus fimples fuf- 
fifent. Vers la fin du fiècle dernier, Id 
fublime Newton nous a donné un Traita 
des Quadratures, digne de ce grand Géo^ 
mètre. Cotes , Moivre & Simpfon , tra- 
vaillant fur la même matière , ont inté- 
gré beaucoup de formules par les angles 
& les logarithmes. On trouve aufli une table 
femblable & affez étendue dans le Trait^ 
des Fluxions & Fluentes du favant Muller ; 
mais le ftyle concis dont il eft écrit , & 
les fautes d^impredipo qui fa fpnt gliiTées 
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dans réditicxn francoife > ne perm^tÊenc 
pas d*efpérer qu'il puifle être d'une grande 
utilité à nos jeunes Mathématiciens, 

Quoique nous devions beaucoup aux 
recherches des Géomètres Anglois , on 
auroit tort de penler que les autres Bâ- 
tions n'ont rien fait pour perfedèionner le 
Calcul Intégrak^ Quiconque aura lu l'Ou- 
vrage de Jacques BernouUi , les Œuvres 
de^ JeanBernoulli fon frère , en 4 vol. 
in-^^. ne pourra pas s'empêcher de con- 
venir que ces deux célèbres Géomètres 
ont rendu les plus grands fervices aux 
Mathématiques. 

Le Calcul Logarithmique & Exponen- 
tiel , dont Jean BernouUi avoit déjà donné 
les principales règles dans les Aâes de 
Leipfick année 1697 , a ouvert un vafte 
champ, aux recherches des Mathémati-^ 
ciens, & a fourni la folution d'un graud 
nombre de problêmes très-difficiles. 

Lorfqu'il eft queftion de l'intégration 
d'une formule différentielle , l'élégance 
paroît demander qu'on préfère la reâi' 
fication k la quadrature , puifqu^il eft bien 
plus facile de mefurer l'arc d'une courbe 
que fdn aire. Jean BernouUi dans les Ac- 
tes Ô!Q Leipfick année 1724 , a traité fa- 
vamment cette matière. Saladini a trouvé 



PRÉLIMINAIRE. îx 



le moyen de fuppléer au théorème de 
BernouUi, qui fouvent conduit k une for- 
mule imaginaire ; enfin le célèbre Euler 
a donné une Théorie très -lavante fur la 
même matière : mais elle ett fi fublime 
qu'elle demande beaucoup de travail, fi 
Ton veut faire l'application à^s règles 
générales à des formules parriculieres. En- 
fin le grand Géomètre d Alembert qu'on 
peut comparer à peu de Savans , a ra- 
mené l'intégration d'un très-grand nom- 
bre de formules différentielles a la re6li- 
ficacion de rellipfe & de Thyperbole , fé- 
parément ou enfemble ; il paroît avoir 
épuîfé cette matière. Les frères BernouUi , 
Manfredi , le Comte Jacques Ricati , Da^ 
niel & Nicolas Bernoulli , Vincent Ri- 
cati ont beaucoup travaillé fur l'intégra- 
tion des différentielles k plufieurs varia- 
bles : mais M. d' Alembert , dans les Mé- 
moires de TAcadémie de Berlin , s'efl 
ouvert une route nouvelle pour la fépa- 
ratîon àes indéterminées , Théorie fur 
laquelle le Comte Ricati , Jean Bernoulli , 
&c. avoîent déjà fait beaucoup de recher- 
ches. Il prend deux équations qui con- 
tiennent trois indéterminées , & multi- 
pliant Tune des deux par un coefficient 
indéterminé ^ il ajoute enfuite ces deux 
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équations , ayant foin de déterminer le 
multiplicateur , de manière que Tinté-^ 
gration puifTe avoir lieu. Cette méthode 
des coefficients indéterminés dont nous 
avons parlé aflez au long , peut s'appli- 
quer à un plus grand nombre d'équations , 
en introduifant plùfieurs coefficients in- 
déterminés. Mais malgré les travaux de 
tant de grands hommes , il y a encore 
beaucoup d'équations différentielles du 

{)remier ordre dont on ne peut ni féparer 
es indéterminées , ni trouver TintégraJe 
algébtique ^ bu exprimée par àts arcs de 
cercle ou par des logarithmes. Il feroit 
donc fouvent utile de conftruire géomé- 
triquemenic les difFércncielles qui font dans 
ce cas } c'eft ce qui m'a déterminé à parler 
d'une méthode de conflruâion qui me 
parok facile à mettre en pratique. 

Mais les difficultés font bien plus gran- 
des , lorfqu'on pafTe aux différentielles du 
fécond degré ou de degrés fupérieurs. IJ 
^ft vrai que Jean BernoulH , Taylor , le 
Comte Ricati , Vincent Ricati , Lexell , 
Clajrant , Fontaine , les P. P. le Sepr & 
Jacquier , le- Marquis de Condorcet , la 
Grange , Euler , d'Alembert , &c. ont 
beaucoup travaillé fur ces matières ; ce- 
pendant f malgré les efforts de tant de fa-!' 
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meux Géomètres , il nous manque , & il 
nous manquera ^ fans doute , long-tems 
& même toujours ^ une méthode gêné* 
raie & praticable pour intégrer les équa- 
tions des degrés fupérieurs. Meflieurs 
Clairaut, Fontaine y le Marquis de Con* 
dorcet , d'Alembert & Euler ont cherché 
à déterminer les conditions que doit avoir 
une équation différentielle pour être fuf- 
ceptiblc d'intégration. M. le Marquis de 
Condorcet a fait connoitre dans quels cas 
une équation différentielle d'un ordre don* 
né écoit fufceptible d'une, de deux, de 
trois, &c. intégrations. 

Prefque dès l'origine du Calcul Diffé- 
rentiel , les Géomètres s'étoient occupé 
du fameux problême des trajeâoires or- 
thogonales qui coupent une famille de 
courbes à angles droits. Après les travaux 
de Jean Bernoulli & de plufieurs autres, 
lé fameux Euler a jugé la matière encore 
digne de lui , & il nous a donné des chofes 
très-curieufes fur cette théorie. Le pro- 
blême des ifoperimètres avoit auffi occupé 
les deux Bernoulli , Jean & Jacques ; 
mais , M. Euler , dans fon excellent Ou- 
vrage , intitulé , Mcthodus invcnicndi cur* 
vas rnaximi minimi-vc proprictatc gauden-' 
t€s , a traité ce^te matière avec beaucoup 
d'élégance & de clarté* 
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Cependant il paroît que le nouveau CaU 
cul des Variations que le fubtil M. de la 
Grange nous a donné dans le fécond vo- 
lume des Mémoires de Turin , & que M. 
Euler a traité aufli dans le troifieme vo- 
lume de fon Calcul Intégral , peut four- 
nir des méthodes plus parfaites pour la 
folution de ce beau problême. 

Jufqu'ici j'ai parlé des découvertes & 
des inventeurs , parcourons rapidement 
les colleâions , c'cft-à-dire , les Ouvrages 
dans lefquels on a raffemblé les vérités 
difperfées dans les Mémoires des Acadé- ' 
mies & dans d'autres livres. Les princi^ 
paux Ouvrages de ce genre , font TAna- 
lyfe démontrée de Regneau , le Cours de 
Mathématiques de Wolff , les Inftitutions 
de Marie Agnefi, FAnalyfe des Infiniment 
petits du Marquis de l'Hôpital connue de 
tout le monde ; la Méthode de trouver la 
mefure des furfaces & des folides de M. 
Carré qui a paru en 17CX5, mais ce Livre 
n'efl pas exempt d'erreur; la Méthode de 
Manfredi , de conflruire les équations dif- 
férentielles du premier degré année 1707. # 
Nous devons auffi dire quelque chofô de 
la Méthode dircSc & inverje des incréments 
du célèbre Taylor , Ouvrage dans lequel 
on defireroic un fïyle moins concis & 
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plus de clarté. Le Calcul incégral de Stone 
imprimé à Paris année 1736 , dont Ber- 
noulli a fait voir les erreurs 6c les bévues* 
La Méthode dès Fluxions & des Séries 
infinies du Chevalier Newton, imprimée 
pour la première fois en 173^5 & qui a été 
imprimée en François en 1740 méritent 
l'attention d^s Savants. Les Leçons de Jean 
Bernoullï fur le Calcul Intégral qui ont 
paru en 174^ dans le tome trois de ks 
(Euvres , le Traité des Fluxions de Mac- 
Laurin que ce Géomètre a compofé pour 
répondre à un Ouvrage imprimé en An- 
gleterre en 1734 , dans lequel l'Auteur 
avait entrepris de t-enverfer la Géométrie 
& les nouvelles Méthodes ', le Calcul In- 
tégral de M. de Bougainville en deux vol. 
i/2-4^ , dans lequel on trouve un grartd 
nombre de . découvertes dues k M. d'Alem- 
bert. Il feroit à fouhaiter que cet Ouvrage 
eût été rendu plus clair par les applica* 
tions à la Géométrie & par les exemples; 
Le fécond tome des Inftitutions Analy- 
tiques par Ricati & Sàladini en 769 pages 
zn-foL , dans lequel on trouve la méthode 
de différencier & d'intégrer les formules 
à une & à plufieurs variables , la méthode 
d'intégrer par les fériés , par la quadrature 
&c la reâification des courbes , le calcul 
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logarithmique & exponentiel , Tîncégra- 
tion des fraâions rationelles , Tintégration 
des formules qui renferment des finus ou 
des cofinus , la méthode direâe & inverfe 
des tangentes 9 celle des maximis & des 
minimis , la méthode de féparer les indé- 
terminées dans les équations différentiel- 
les , différentes méthodes pour intégrer 
les équations différentielles des ordres fu* 
périeurs , les méthodes pour trouver les 
rayons ofculateurs & les développées y la 
théorie des trajeâoires, les méthodes pour 
trouver les courbes fufceptibles du maxi^ 
mum & du minimum^ & plufieurs autres 
chofes , dont il feroit trop long de faîro 
rénumération. Mais il (êroit k fouhai- 
ter que cet Ouvrage latin, dont nous 
avons beaucoup profité , fût écrit avec 
plus de méthode & de clarté- Le Calcul 
Intégral des PP. le Seur & Jacquier , en 
deux volumes i/2-4^. , le premier de 548 
pages y le fécond de 591 pages , imprimé k 
(Parme en 1768 , mérite aullî l'attention 
des Géomètres ; on y trouve de fort bel^ 
les méthodes pour intégrer les équations 
& les formules différentielles , à une & 
à plufieurs variables , avec un traité des 
variations , mais les applications à la Géo- 
métrie s'y* ^^^^ defir^r : cependant cet 
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Ouvrage nous a été de la plus grande uti- 
lité & nous Tavons même copié en quel- 
ques endroits. 

Il ridus refte à parler des Ouvrages du 
favant Eu 1er dont nous avouons avec re- 
connoiflance avoir beaucoup profixé, quoi* 
que nous nous foyons quelquefois écartés 
dé Tes idées que nous n'avons *pas crû 
pouvoir adopter dans tous les cas. Son 
livre , intitulé : Infiitutiones calculi diffc^ 
rcndalis cùm ejus uju in analyji infinitorum 
ac do3j^inâ /crierum , imprimé à Berlin an- 
née 17^5 , contient dans 880 pages i;2-4*'. 
la méthode de différencier une quantité 
quelconque , la théorie des maximis 6c 
minimisy Tapplication du Calcul Différen- 
tiel aux fériés & aux équations y &c. Le 
Calcul Intégral du même Auteur en 3 
vol. m- 4^. imprimé'k Petersbourg & dont 
le dernier volume a paru en 1770, traite 
fort au long dos méthodes d'intégrer les 
équations di£Férentielles à une &: à plufieurs 
variables , & du Calcul des Variations ; 
mais cet Ouvrage latin ne renfermant pas 
les applications à la Géométrie y ne peuc 
non plus que fon Calcul Différentiel ^ titû 
utile qu'à ceux qui font déjà initiés dans 
les nouvelles méthodes. A ces livres nous 
devons joindre les Ouvrages de Segaer & 
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d*Henncrc , quelques Mémoires de diiFé- 
rentes Académies & les Opufcules du 
grand d'Alemberc. Tels font les principaux 
Géomètres dont on trouvera les métho- 
des dans rOuvrage que nous donnons au- 
i'ourd'hui au public. Il y a encore quelques 
liivres élémentaires qui traitent du Calcul 
Infinitéfrmal , tels que M. TAbbé Dei- 
dier, Bezout, Simpibn doni je ne parle 
pas , parce qu'ils font affcz connus. 

Nous allons maintenant donner une idée 
des objets que nous avons traités , & de 
la méthode que nous ayons fuivie dans la 
féconde partie de ce Cours de Mathéma- 
tiques. Nous l'avons divifée en quatre fec- 
tions ; la première contient les principes 
généraux du Calcul Différentiel & du Cal- 
cul. Intégral avec les applications de ce 
premier Calcul; la féconde renferme les 
applications du Calcul Intégral à la Géo^ 
métrie; la troifieme traite de l'intégration 
des formules & des équations différenr 
tielles , & du Calcul des Variations ; la qua- 
trième enfin renferme Inapplication de Ta-* 
Dâlyfe à de beaux problêmes Phyfico- Ma- 
thématiques. Dans la première fedion^ 
après avoir développé le plus clairement 
qu*il m'a été poffible les principes géné- 
raux du Calcul Dif^i^r^ntiel & du Calcul 

Intégral 
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JflcégfaI qui en eft rinv^erfe (*) , après 
avoir traité des différencfis des ordres fu-. 
pêrieurs & djsi leur intégration, je fais des 
applications aux foqs-tangentes des cour- 
bes , j'apprends à différencier & à intégrer 
les quantités logarithmiques & exponen- 
tielles/, & celles qui renferriient des finus , 
écs cofînus , tangentes ^ cotangentes , fé^ 
cantes.& çoX^caates. Je pafle enfuite aux 
tangentes , fous-Horm^lès & normales, à 
la méthode de déterniTmer ïangle, de la. 
courbe avec une ligne parallèle aux abcif- 
fes oii aux ordonnées. 7ë parle auffi des 
afymptotes des courbes , tant de-^celles 
donc les ordonnées font parallèles cjue de 
celles do/jt les ordonnées partent d'un poinc 
^u^on nomme foyer. 

Je traite enfui te delà fraâîon ° & des tan- 
pentes qui en dépendent, de la méthode des 
maximis & éQ^minimîs que j'ai développée 
avec le plus grand foin , .a caufe de fon uti- 
lité dans les Sciences Phyfico-Mathéma- 

( * ) C*èft la raifon poor làqueire j^ai cTabôtd nsc<ié , pour 
ainfi àbcy €€S deux dilculs le froîic ^^tti'écartam. en cela 
delà méthode ordj^rç» Les tiègfes ducalcalinfégraji éttnn 
«ne faite de celles du calcvl différentiel , je pcnCc que les 
cominef|^ai>isaonKit plus de facilité à (ai(îr les règles du cal-j 
cul intégral ,' en les leur préfcntaot auffi-tôt après cçllcs du 
calcul difFé'rchticl , que fi Ton TOuloit les y tamcuer dans 
hi fuite après ks applications de co dernier. ' 

Tome III. b 
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tiques ; j'en ai fait d'abord l'application à 
la Géométrie , faifant remarquer en même- 
tems qu'il y a des occafions dans lefquellcs 
pn peut facilement trouver le maximum 
ou le minimum fans le fecours du Calcul 
Différentiel , comme je Tai fait voir en 
démontrant que le cercle eÛ la plus gran- 
def des figures ifo périmètres; V enant en- 
fuite aux fondions algébriques , j'a'^prends 
à trouver les cas dans lelquels elles de- 
viennent un maximum ou txn minimum^ 
quel que foit le nombre des variables ; j'ai 
éclairci cette thébrié par plûlieurs exem- 
les ; j'en' ai même fait Tâpplication à une 
bnâion aflèz compliquée de trois varia- 
bles, Ce que je ne lâche pas avoir été faîif 
encore. Je n'ai pas oublié non plus de 
parler des maximis & des minime de diffé- 
rentes efpeces. qu'il ne faut pas confondre 
les uns avec les autres , théorie dont je ne 
crois pas qu'on air encore fait mention 
dans aucun ouvragé François. Après avoir 
parlé des maximis & des minimi^ ^ je viens 
aux rayons ofculateors & aiix développées , 
foit que les ordonnées partent d'un= point ou 
qu'elles foîent parallèles : je tristite cnfuite 
la théorie des cauftiques par réflexion & par 
réfradfion , celle dçs points d|inflexion de' 
de rebrouffement foit de la ^première ^ foie 
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tic la féconde efpèce ; je démontre que 
dans les points finguliers les courbures 
des courbes ne font pas circulaires ou , ce 
qui revient au même , que , iorfqu'oa 
tr^ouve le rayon ofculateur égal à zéro ou 
infini , la valeur de rabfciilè & de Tor^ 
ilonnée étant fuppofée finie, ilny a aucun 
cercle ni infiniment grand ni infiniment 
petit y qui ait là même courbure que U 
courbe ^u point dont nous parlons , ce 
<3ui tïki contraire à la doârine commune 
des Géomètres. Je viens enfuite aux appli^^ 
cations du Calcul Différentiel à l'Algèbre; 
^ je fais voir que la formule du Binôme 
de Newton que j'avois déjà donnée dans 
mon Algèbre , en fuppofant que lexpo*- 
Tant eft un nombre entier ou fraâionnaire 
politîf ou négatif, a encore lieu lorfque 
cet expofant ett un nombre fourd ou ir^ 
rationel tel que V $, par exemple ; j'ap- 
prends à trouver les limites des équations 
& leurs racines* approchées, quand on ne 
peut les avoir exaâ:ement : je fais voir que 
lorfque: toutes les racines d'une équatk>a 
font réelles , il y a toujours autant de ra- 
cines pofitives qu'il y a do changemens 
'de fignes & autant de racines négatives 
qu'il y a de répétitions du même figne 
d'un tfirme à l'àucre. . Je n'oublie pas de 



s 



XX DISC OURS 



parler des moyens de connoître fi une 
équation a des racines imaginaires, & je 
développe une méthode par le moyen de 
laquelle , étant donnée une équation qui 
contient des racines multiples , on peut 
trouver d'autres équations plus fîmples 
dont Tune renferme celles qui font con»- 
tenues une fois dans la propofée , l'autre 
celles qui font contenues deux fois feule- 
ment y Tautre celles qui font contenues 
trois fois feulement , & ainfi de fuite. Je 
viens enfuite aux ufages du Calcul Diffé- 
rentiel dans les fériés , j'enfeigne à élever 
une férié à une puifiance quelconque y 
à multiplier une férié par une autre ^ à 
réduire une fradion en lérie, &c. 

Comme il ^tt très-important de donner 
aux Commençants des notions claires fut 
la nature du Calcul Différentiel , je dé- 
veloppe mes recherches métaphyfiques fur 
la nature des différentielles., & je rais voir 
que les démonttrations du Calcul Diffé- 
rentiel font rigoureules; de manière qu'on 
ne néglige aucune quantité , grande ou 
-petite : enfin je termine cette première ftC'^ 
-tion par le Calcul des différences finies^ 
(qui n'eft autre chofe qu'un Calcul Diffé- 
rentiel dans lequel les différentielles de- 
^viennent des grandeurs finies) donc jc&is 
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voir Tufage dans la doârine des fériés. Tel 
eft le troifiemc volume de ce Cours de 

Mathématiques. 

. Dans le quatrième, après avoir rappelle 
quelques principes de Calcul Intégral dont 
j'avois déjà parlé dans la première fedion, 
j'enfeignc à quarrer les courbes , tant cel- 
les donc les ordonnées font parallèles que 
celle^ donc les points font rapportés à un 
foyer. La quadrature des fpirales demande 
des attentions fans lefquelles il^ eft facile 
de fe tromper; car fi, la fpirale d'Archi- 
xnede, par exemple , contient deux fpires, 
Tirjtégrale qu'on trouve renferme la furface 
de la première fpire , plus celle de la féconde, 
tandis qu'on fuppole communément que 
cette intégrale ne renferme alors que la fur- 
face comprife entre le foyer & la féconde 
fpire. Aprè^ avoir traité des quadratures, 
je viens aux'reâifications des courbes, & 
je donne une formule qui. contient toutes 
les paraboles reiâifiables ; elle ne s'accor- 
de pas avec celle d'un Géomètre moderne 
dont les Ouvrages font entre les mains 
de tout le monde , ce qui vient de ce que co 
Mathématicien, en changeant le ligne de 
l'ex pofantde la variable fous le figne radical, 
lui a donné hors de ce radical un expofanc 
qu'elle ne dok point avoir , & cette mé- 
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prifc l'a conduit à une formule faufle. 

' Après avoir parlé de la reélification des 
courbes , Tordre demande qu'on traite de 
la cubâture des folides & de leuir furface ; 
c'eft ce que j'ai fait avec toute la clarté 
qui m'a été poîîible. Venant enfuite a la 
théorie du centre de gravité des folides, 
je Tai développée avec d'autant plus de 

I^laifir qu^cUe eft d'un grand ufage dans 
a méchanique. Je n'ai pas oublié de par- 
ler de la fameufe règle de Guldin & de 
fon ufage dans le Calcul Intégral. Paflant 
auflî-côt après k la méthode inverfe des tan- 
gentes , j'ai réfolu un grand nombre de 
beaux problêmes , afin den faire fentirles 
avantages , & de mettre les Commençans en 
état d'en faire l'application dans les difFé- 
rens cas. 

' Dans la première partie de ce Cours , 
j'avois déjà donné quelques fiotions fur la 
théorie des courbes à double courbure; 
reprenant cette matière, je fais l'applica- 
tion du Calcul Différentiel &: Intégral à 
ces courbes , en fuivant la route que le 
célèbre Clairaut nous a tracée dans fes 
recherches fur ces fortes de lignes. J'en- 
feigne donc à trouver leurs fou s- tangentes 
& leurs fous-normales , à lés reûifier , &c. 
telle eit la féconde feâdoo de la féconde 
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partie de ce Cours de Mathématiques. 
La troifieme feétion eft fi vafte que j*aî 
jcrâ devoir la divifer en deux parties : dans 
la première je parle d'abord de la manière 
d'intégrer les formules rationnelles & je 
fais voir par ptiifieurs exemples , qu'on 
-peut fouvcnt intégrer des formules irra- 
tionnelles , en les rendant rationnelles. 
X'analyfe deDiophante que j'ai traitée aflez 
^u long dans TAIgebre, eft très-utile dans 
ces forres.de recherches^ . 

Je parle enfuite des formules qu'on peut 
intégrer par les fériés, par les quadrature^ 
ou les reftifications des courbes ; de la ma- 
nière de ramener les différentielles à deS 
formules plus fimples , & de celles qu'on in- 
tègre par le cercle. Je fais voir que toutes 
les imaginaires fe ré4uifent k la forme M 
-+-N\/( — O (*)> j^ n'oublie pas de parler 
de l'intégration des formules logarithmi- 
ques , de celles qui renferment des finus & 



( * ) Scgncr a démontré depuis long-cems que toute$ lés 
imaginaires qu on peut renconerer dans la rérolotion des 
équations algébriq«ies peuvent fe réduire à une fotme fem* 
blable. Mais nous faifons voir que les quantités même dont 
les expofants font imaginaires , peuvent s'exprimer par Ja 
formule dont on . vient de patkn . ... 
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des cofînus , foh circulaires foit hyperbo- 
liques , àts fraâions rationnelles, des dif- 
férentielles donc l'intégrale dépend de la 
reâificatioli de l'cllypfe ou de Phyperbole, 
féparément ou enlcmble. Je paflè enfuite 
k rintégration des formules différentielles 
de tous les ordres, lorsqu'elles ne contien- 
nent qu'une variable, ou du moins, lorf- 
que de deux différentielles Tune eft cons- 
tance , & à celles qui renferment des (ignés 
d'intégration, V^ant aufli-tdc après aux 
différentielles à plufieurs variables, je donne 
différentes méthodes pour les intégrer. Je 
développe les méthodes de M. Newtoa 
d'intégrer par les fériés , celles de M. Fon- 
taine, & je donne les équations de con- 
dition néceffaires pour qu'une formule ou 
une équation différentielle foit fufceptible 
d'une , de deux , 6cc, intégrations dans 
l'état où ellç eft. Après avoir parlé fort au 
Jong des meilleures méthodes d'intégrer 
les équations différentielles de tous les 
ordres^ foit à une, foit à plufieurs varia- 
bles , j'enfeigne dans la féconde partie de 
la même fedion à ramener l'intégra tioa 
àts équations différentielles du premier 
ordre & à trois variables à celle d'une 
équation à deux variables , à trouver les 
fondions de deux, ou de plufieurs variables 
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par la relation des dîfFérentîelles d'un or- 
are quelconque ; je reprends enfuite la re-* 
cherche^ àcs fafteurs qui peuvent rendre 
les équations intégrables : je donne une 
méthode parle moyen de laquelle on peut 
fouvent trouver Tintégrale complette & 
finie d'une équation différentielle d'ua 
ordre quelconque par une /eule intégra- 
tion. Je parle après cela du fangeux pro- 
blême des trajeâoires orthogonales & des 
ufages ,du Calcul Intégral pour trouver la 
nature des courbes par quelque propriété 
donnée. Enfin je termine cette fedion par 
le beau calcul des variations & fcs •appli* 
cations à la Géométrie & à la Méchani- 
que. 

Dans la quatrième feâion je fais voir 
Tufage de Tanalyfe finie, du, Calcul Diffé- 
rentiel & du Calcul Intégral , pour la fo- 
lutioç des problêmes Phyfico- Mathéma- 
tiques. Je les ai choifis capables de donner 
aux Commençans le defir d'approfondir 
Ja fcience qui nous a procuré de fi belles 
connoiîTances. Comme je ne donne pas 
ici un traité de méchanique, j*ai placé les 
problêmes qui regardent cette partie des 
Mathématiques prefque dans Tordre qu'ils 
fe font préfentés à mon efprit, ayant fup- 
pofé que mes leâeurs étoient au moins 
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inltruics des premiers élémens de mé- 
chanique. 

Il feroic trop long de Faire le. détail de 
tout ce que cecce feaion contient , je me 
contenterai de parler en peu de mots de 
ce qui s'y trouve de plus intéreffant. J'y traite 
des loix du mouvement des , corps élai^ 
tiques & non elaftiques , déduites du fa* 
meux principe de la moindre aSion. Le mê- 
me principe étant appliqué au mouvement 
de la lumière fait voir que Tangle ^e ré- 
flexion eft toujours égal à celui d'inciden- 
ce , & que les finus des angles de réfrac- 
tion & d'incidence font toujours en rai- 
*fon confiante- Etant donné Tangle d'élé- 
vation d'un mortier avec. la force de la 
poudre , je déterrtiine la plus grande hau- 
teur k laquelle une bombe puilie parvenir, 
Ji*ayant pas égard à la réfiftance de l'air ; 
j'apprends à trouver l'angle que xloivcnt 
faire les portes d'une éclufe pour qu'elle 
réfifte Le plus qu'il eft poflTible à Taâion 
de Teau ; j'enfeigne à conftruîre une an- 
cre de manière qu'elle s'enfonce dans le 
.fond de la mer le plus qu'il eft poflîble. 
Je parle aflez au long du centre de per- 
cuflion & d'ofcillation , théorie fur laquelle 
plufieurs Auteurs fe font trompés. Je traite 
audi du jtnofuvement de rotation & de pro- 
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jeâion , & à cette occafîon je détermine 
à quelle diftance du centre de la Terre a 
dû pafîèr Timpulfion primitive , pour qu'il 
en ait réfulté le rapport du mouvement 
diurne & annuel qui a lieu dans la 
nature. Je parle du moment d-ihertîe , 
des effets de Tattraâion , du tems qu'un 
corps fitué à la difèance de la Lune met* 
troit à tomber fur la TerAB,.de la cour- 
bure àts cordes, de la ligne de la plus vite 
defcente , de celle le long de laquelle un 
corps s'approcheroit également de 1 hori- 
fon en tems égaux , delà figure de la Ter- 
re , du mouvement des pilons dans les 
moulins à poudre , des effets des machi- 
nes , du frottement , des corps qui fe meu- 
vent dans les fluides , du folide de la moin- 
dre réfiftance , de raâion & du mouve- 
ment des fluides , des mouvemens qui 
dépendent d'une caufe accélératrice, des 
cordes vifc^rantes , des pompes afpîrantes , 
& de plufieurs autres chofës dont le dé- 
tail nous meneroit trop loin. En un mot 
on trouvera dans cette fedion des cho- 
fes très -intéreflan tes fur les eiFets des ma- 
chines , foit accélerafftes foit uniformes, 
fur les moulins , la manœuvre des vaiC- 
féaux, &c. rhydroftatîque& l'hydraulique. 
Ayant parcouru les recherches fur les mg- 
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difications de racmofphère du favanc M. 
de Luc C") , j'ai crû faire plaifir à mes 
Leâeurs , en développant en peu de mots 
la méthode de ce grand Phyfîcien pour 
mefurer la hauteur des lieux par le baro- 
mètre. J'ai du aufli quelque chofe de la 
JVîufîque , iSc de TOptique : enfin en faveur 
de ceux qui aiment la Phyfique,je me fuis 
aflez étendu furies forces phyfiques qui font 
mouvoir les corps ; j'ai développé la théo- 
rie du flux & reflux de la ^ler ; celle àc% 
tubes capillaires , que le célèbre M. de 
Lalande a traitée fort au long & d'une 
manière très-ingénieufe dans un favanc 
Mémoire quia paru en. 1770. De tous les 
Phyficiens attradionnaîres c'eft celui qui 
explique le plus clairement les effets de 
l'attraâion dans le tube capillaire. 

Mais qu'on ne s'y trompe pas ; les folu- 
tîons des problêmes Phyfico. Mathématiques 
font fouvent appuyées fur des hypothèfes 
précaires qui n'ont pas lieu dans la nai;urtf. 
Celui qui voudra déterminer , par exem- 
ple , la courbe que fuit un corps lancé 
en l'air , fera obligé de fuppofer que la 
réfifiance de ce fluide fuit une certaine 



(* ) Cet excellent Ouvrage en x volumes i«-4*. 2 été 
imprimé à Genève en 177 x.. 
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loi. Mais par quel moyen s'aflurera-t-il de 
Pexiitence de cette loi i par rcxpérience, 
direz-vous ; fort bien : mais malgré cane 
d'expériences , nous n'avons encore rien 
de certain fur. cette matière. D'autre côté 
Texpérience pourra peut-être lui faire 
connoitre cette loi dans le cas où le mo- 
bile n'aura qu'une vîtefle médiocre ; mais 
fï le fluide ne peut iuivre le mobile & oc- 
cupçr auflî-tôt l'efpaceque celui-ci aban- 
donne , la réfiftance ne fera-t-elle pas dif- 
férente ? ce font les raifons pour lelquellcs 
je n'ai rapporté aucune des folutions que 
jdifFérens Géomètres ont données de ce fa- 
meux problême ; car il n'y en a aucune que 
je voulufle garantir. Souvent un Auteur sl- 
xnagine avoir prouvé que la folution d'ua 
|)roblême eft jufte parce qu'elle s'accorde 
avec l'expérience ; cependant il peut fe 
faire que les erreurs fe^ compenlènt & 
;^u'on arrive à la vérité par une méthode 
faufle. 

II y en a d*autres qui font des fuppo- 
iitions de calcul , en regardant, par exem- 
ple , comme nulles des quandtés qui les 
•embarraflcnti'Melïieurs Clairaut & Maier 
,<^ûi fe font fait tous les deux un nom 
immorteF pair leurs Tables Lunaires, ont 
employé , (.aiafi. que Ta. très-biea remar- 
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XXX DISCOURS 

3ué M. Euler dans fa nouvelle Théorie 
e la Lune) des équations qu'ils onc , 
pour ainfi dire , trouvées en devinanc 
& déduites de Tobiervation ^ au iieû 
qu'il falloic les déduire de la théorie 
de la Lune. D'autres établiffent de beaux 
calculs fur des principes fans folidicé , 
fecnblables à un Architeâe ridicule qui 
éleveroit un fuperbe palais fur des fon- 
demens fans confifiance. En lifant les 
Ouvrages des Mathématiciens modernes; 
on s'apperçoit qu'il y en a pIulieuK q«i 
manquent de Phyfique , de Logique & fur- 
tout de Métaphyfique , & que c'eft prin* 
cipalement par le défaut de cette dernierfc 
fcience que des gens , habiles <i*ailleursr , 
nous ont donné tant de chimères comme 
des vérités démontrées. On ne peut donp 
trop exhorter les jeunes Géomètres , ctux 
du moins qui fe propofent de faire cer- 
tains progrès , & qui veulent approfondît 
les Mathématiques , à s'attacher à la Lo- 
gique , à la Phyfique, & furtout à la Mé- 
taphyfique. Mais qu'on y prenne bien 
garde , quand j'exhorte les jeunes gens à 
méditer les vérités métaphyfiques, je n'en- 
tends pas parler de ces chimères fublimes^ 
àe ces êtres fans confîttance & fans réa- 
lité j de ces qiiiddités , enf ité$ & autros 
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rêveries ridicules fuir lefquelles les anciens 
fcholaftiques difpUcoient à perce de vue, 
dans un jargon ablurde & prefque inintel-. 
ligible : la vraie mécaphynque recherche 
la nature des êtres , fôic matériels foit Ipî- 
rituels, celle de Tefpace & du tems. Notre 
Métàphyfique renferme deux Diflbrta- 
tions^ Tune fur le tems, Tautre fur lel^ 
pacé , dans lefquelles on trouve des idées 
nouvelles fur ces matières fublimes , qui 
font, fi Ton peut parler ainlî, des maté- 
riaibc donc lès Géomètres font fi fouvent 
ufage dans les fciences Phyfico - Mathé- 
matiques, mais dont ils n'ont la plupart 
que des notions bien fuperficielles ôc fou- 
verit fauffes. La vraie Métàphyfique ap- 
prend à approfondir les principes & à les 
réduire k leur jufte valeur. Un Géomètre 
Métaphyficien ne dira pas que là ligne eft 
cottipofée de points , la furface de lignes 
& le folide de furfaces. Un Mathémati- 
cien qui n*aura lii que des livres de géo- 
métrie , pourra tomber dans cette erreur 
groflierc , comme l'expérience l'a déjà 
appris. 

Je fouhaiterois que les jeunes gens qui 
liront ce Cours de Mathématiques , euffenc 
déjà parcouru notre Logique & notre Mé- 
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taphyfique (*) j ( je ne parle pas de la Phyfi- 
que que je me propofe de publier bientôt), 
ils pourroient peut-être alors retirer plus 
de profit de Tétude d*un ouvrage que j*aî 
fait dans la vue d'être utile à mes Con- 
citoyens. C'eft ce noble motif qui m'a 
foutenu dans une fi longue & fi pénible 
carrière , qui m'a fait furmonter tant 
d'obflacles , parcourir tant de livres & 
entreprendre de longs travaux pour met- 
tre à la portée des génies même ordinaires 
tout ce que les Mathématiques ont de plus 
fublime & de plus élevé* 

Je ne demande pas que le Leâeur foie 
inftruit des élémens de Géométrie & d'Arith- 
métique , comme doit Têtre un homttie qui 
voudroitétudier leslnûitutions Analytiques 
de Ricati & de Sàladini; je ne renvoyé ja- 
mais aux livres des autres , comme certains 
Auteurs qui fe mettent peu en peine fi celui 
qui les lit, peut ou ne peut pas fe procurer 
les ouvrages dans lefquels fe trouvant. les 



( ^ ) Le defîr d'apprendre & de fe faire un nom faîe 
quelquefois faire aux commençancs des efforts d*étude nui-* 
fîbles à leur fanc4 > La ledure du chapitre des maladies des 
Gens de Lettres qu'ils trouveront dans notre Métaphyfique^ 
e(l trcs- propre à leur donner de la modération Se de la 
prudence, ' ' ' ' 

démonftrations 
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démonftracions qu'ils n'ont pas jugé à pro- 
pos de rappocer (*)• 

La plupart des traités de Calcul DiiFé^ 
rentiel & Intégral que nous connoilTons » 
font trop élémentaires & pea propres à 
faire connoitre ce qu'il y a^de plus difficile 
en cette matière; quelques-uns font pro- 
fonds & renferment de fore belles découd- 
Vertes en ce genre y mais leurs ifluftres 
Auteurs j occupés de la gloire de l'inven*- 
tion^ fe font mis peu en peine de Ta van- 
tage de ceux qui afpîrent à les comprend 
dre. Nous avouons avec reconnoiiiance 
.avoir profité de ce qu'ont écrit fur cette 
matière les Mathématiciens les plus fa?- 
meux ; nous ne pouvons cependant pas 
nous dillimuler que plufîeurs chofes nous 
appartiennent en propre. D'ailleurs nous 
nous fommes preique toujours écartés de 
la méthode de déxtiontrer des Inventeurs, 
tâchant de fuivre nos principes & d'y ra- 
mener ce qui avoît été découvert par les 
autres. C'eft pour cela , comme aum pour 
éviter les altercations ^ que nous n'avons 
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i^) Mes Infiitutions Matkématiquts ( qu'on trouve à Parîi^ 
chez Kaladi y Libraire, rue Saint- Jacques ) ,*& ma Af/ra- 
phyfiquc , font les feuls Livres auxquels j'ai quelquefois 
seoyayé le LcÔcur. 

Tome III. c 
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|>as toujours cité les Auteurs des décou- 
vertes , qui font fouvent très douteux. Noiis 
avons cru encore devoir varier les métho- 
des pour plus grande facilité , parce qu^il 
eft aifficilc d*en afligner une qui foit gé- 
néralement la plus commode. Au refte , 
comme nous recherchons uniquemetit 
Futilité des Commençans , nous lailTons à 
chacun la liberté de revendiquer ce qu'il 
croira lui appartenir ; ne difputanc pas 
-même les chofes fur lefquelles nous fom- 
mes fûrs d'avoir une propriété exclulive-, 
& cédant à quiconque voudra tout ce qu'H 
jugçra à propos de répéter; pourvu qu'on 
nous accorde la gloire d'avoir été utiles. 
Un confeil bien important que l'on peut 
donner à ceux <jui étudient les Mathémâ^ 
tiques, c'elt ue lire peu & de penfer beau^ 
coup , d'efîkyer fouvent leurs forces en 
cherchant eux-mêmes les démonftrations , 
en tâchant de développer les chofes qu'ilis 
ont lues, & d'en faire des applications; 
c'eft ainfi qu'on peut acquérir la facilité 
de découvrir & l'efprit d'invention. Les 
détails dans lefquels je fuis entré quelque- 
fois, font pour ceux qui n'ont pas le tems 
t3éceflàir<5 p^"r fuivre la méthode dont je 
viens de parler. 

A l'égard de l'utilité des Mathémati- 
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qites y je ne crois pas qu'un homme ua 
eu înuruit & exempt de préjugés puifTe 
a révoquer en doute* Mais cette étude 
a encore un avantage auquel on ne fait . 
pas aiTez d'attention : les merveilles qu'oa 
découvre en étudiant cette fciencc , cap- 
tivent Pâme , l'occupent d'une manière 
délicieufe & exempte de danger ; elles 
élèvent Tefprit, procurent une fatisfaâion 
douce , qui dégoûte des {^fiions grodieres ; 
elles éloignent les defîrs frivoles & procu- 
•rent des plaifirs qui renaîffent fans ceffe. 
Pythagore ne recevoir point de difciples 
qui n'eulTent étudié les Mathématiques; 
oh lifoit fur fa porte: nul ici ^ui ne f oit 
Géomètre \ tant il étoit perfuadé que les 
Mathématiques contribuent puiflamment 
au développement de l'efprit & dé la rai- 
fon; & Ton peut dire qu'elles font, pour 
ainfi dire , le fondement de la^hyfîque, 
dans laquelle on ne fera jamais de grands 
progrès fans le fecours de cette fcience. 

Si nous pouvons mefurer la diftance du 
Soleil k la Terre , à la Lune , à Jupiter, 
Mars & Saturne y calculer les mouvemens 
des Planètes & des Comètes , & prédire 
les éclipfes du Soleil & de la Lune ; fi nos 
Navigateurs font aujourd'hui avec tant de 



faciUté le voyage des Indes Orientales & 
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Occidentales ; fi nous pouvons nous prof^ 
rer fi facilement les productions 6c tes ri- 
chcffes de T Afrique , de TAfie & de TAmé- 
. rique: fi nous lavons mieux attaquer & 
mieux fortifier les places que les anciens ; fi 
nos batailles font plus favantes , mais moins 
meurtrières que celles des Romains & des 
Grecs ; fi nous pouvons calculer & régler 
les mouvemens & les évolutions des ar-- 
mées avec tant (fe juflefle , c'eft aux Ma- 
thématiques que nous devons tous ces 
avantages. Mais il feroit inutile d^entrer 
dans un plus grand détail y puifque per- 
fonne ne contefle Futilité de cette belle 
fcience. 
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COURS COMPLET 

DE 

MATHÉMATIQUES. 

SECONDE PARTIE. 
CALCUL INFINITÉSIMAL. 

I E divife le calcul infinitijlmal en trois parties,' 
calcul différentiel , calcul intégral Se calcul des va- 
rianons. Cette féconde partie de notre Cours de 
Mathématiques contiendra quatre Sedions. Dans 
la première, je parlerai du calcul diÉfï rentiel ; 
dans la féconde & la troîdéme , du calcul inté- 
gral & de celui des variations ; dans Ja q.uatrie'me 
enfin , je ferai l'application d\i calcul "différentiel 
& du calcul intégral aux fciences Hiyfico -Ma- 
thématiques. 

Tome m. .-à ■ 



Cours de Mathématiques. 

SECTION PREMIERE, 

Calcul ïmeférentiel. 

I ^ I on conçoit qu'une quantité x augmente ou 
diminue d'une quantité infiniment petite ^ jr , de 
forte qu^ellé devienne x -±2 dxy \^ quantité dx 
s'appelle la diffinntitlU de x\dx ne marque pas 
ici le produit de la quantité d par la quantité x , 
mais leulemçat la différentielle de x. Les quantités 
confiantes ou qui ne varient point , font ordinai- 
rement défignées par les premières lettres de l'al- 
phabeth -tt-^ b ^ c ^ &c* Les variables par les 
dernières :t 5 ^ , ç. Puifque les quantités confiantes 
n'ont point, de différentidles , leur différentielle 
efl=o. 

* J'entends -par calcul diffifenûd^ la manière .de 
trouver les différentielles des quantités variables & 
les rapports de ces différentielles. Pour avoir la 
dîfierentietie de x, on écrira dx ^ fî x va en 
croiflant, ou . — dx^ H x diminue. Lorfque les 
Géomètres ne donnent pas le fîgne — à la diffé- 
rentielle , ils fuppofent que la variable va en aug- 
mentant,, à moins qu'elle ne foit négative ; car, 
ar exemple , la différentielle de — ;i; efl = — dx. 
n eflct^puifqueATvarîe d'yne quantité infiniment 
petite dxy X devient X'-Jlrdxy & — x devient 
— AT^^i/r. Si de cette dernière quantité on re- 
tranche -r-j:. Ton a -^ X — ^at-^-^i: =— ^ dx. 

La différentielle de tf H-a;+^ efl= i^ -+-dfj; 
car la différentielle de ^ efl =0; la différentielle 
de ax efl a dx. En efïet , puifque x devient x+^x, 
ax deviendra ax -^-adx. De cette quantité ôtant 
la quantité donnée ax^ l'on aura ax + adx-^ 
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nx's=zadx y diflFérence ou différentielle cherchée. 
Donc pour trouver la diffirtntitUt £un produit , dotU 
un desfaScurs ejl confiant & Cautrc variable , on muUi* 
pliera le facteur confiant par la différentielle dufaSeùr 
variable. 

La différentielle du produit xy e&:s=iydx'^ 
xdy. En effet, lorfque x devient x ^ dx, jr 
devient y-^rdy & :r>' devient {x^dx) x (y-h 
dy) ^=: xy '•^ y dx -^xdy "^dxdy \ d*où re^ 
tranchant la quantité donnée xy , il refte ydx-^ 
xdy-^dxdy. Or dx dy produit d'un infiniment 
petit d X 5 par un autre infiniment petit dy^ eft un 
infiniment petit du fécond ordre qui difparoît 
< voyez ce que nous avons dit fur l'infini dans 
la première partie ) devant les infiniment pe- 
tits y dx ^ X dy du premier ordre. Donc la dif 
férentielle cherchée eft -r^y dx-^x dy\ on trou- 
veroit ^de même que la différentielle de xy -H* 
a eft = j^^A: -+- xdy y parce que la dtfféren*; 
tielle de a eft = o. Donc la différentielle du prO'^ 
duit de deux variables y eft égale à la fommt du prcfr 
duit de chacune des variables par la diffirendtUc de 
Vautre variable, 

La différentielle du produit :r ;f a de trois varia- 
bles , eft=a={«^:c4-:ci///{+:ir{^a; car, ea 
fuppofant ;[ u = j^ , nous aurions ( félon ce qu^ 
nous venons de dire ) la différeritielk^e [u^=i 
ud^^^r ldu^==dy & parce que :;Tl^y^ Ton 
z X [u:=ix y. Or 5 la oifférentieHe de xy eftite 
y d X + X dy. Donc , en fubftituant la valeur 
de j^ & de ^y , Ton -a la différentielle àt x[i/^ 
ou de X y = i^udx -^ xud['^ x[du. Et e^ 
général on trouvera la différentielle du produit de 
plujieurs variables ^ en prenant la fommt des produis 
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dt la différentielle de chaque variable , par les autres 
variables. 

CoROLLAïKE, Donc la difFérentielle de 
^y [u eft = xy[du -^ y [udx '^x [udy -+- 
xy u d[* 

, 2. En général, pour avoir la différentielle dune 
.quantité quelconque p j on fubftituera à la place 
jdes variables a: , y , &c. qui compofent cette quan,- 
.tité^ les quantités x-^dx^ y -^dy, &cc. & Ion 
.aura une autre quantité que nous appellerons P ; 
•on ôterà /? de P pour avoir P — p; on effacera 
jdans cette dernière quantité tous les termes qui 
B*évanouiffent, par rapport aux autres termes i le 
refte fera la ûifférentielle cherchée dp délivrée de 
.fes termes inutiles. 

. Si /? === xy , en fubftituant x >+- dx au lieu 
de X, y '+' dy au lieu de y^ Ton aura 'P=zxy 
^y dx + xdy + dx dy\ & P — p fera xy -J^ 
y dx + X dy^dx dy — xy ^==^y dx-^ x dy ^ 
en effaçant les termes qui fe détruifent, & négli- 
geant rinfiniment petit du fécond ordr« dxdy^ 
jtnais fi y diminuoit tandis ique x eft fuppofé aug- 
menter , la différentielle de y feroit négative & 
égale à — dy. Dans ce cas , on auroit P — /; =- 
ydx — xdy. 

5. J'entends par calcul intégral 1 art de trouver 
Texpreflion à laquelle appartient une différen- 
tielle pr^Wfée. Cette expreflîon s'appelle finté" 
grjile de cette différentielle. Ainfi la différentielle 
y dxr^xdy a pour l'intégrale xy^ ou xy -f- 
a\ car en différenciant, Ipit xy^ foit xy^a^ 
l'on a également y d x -^rx dy. On peut voir par 
Jà qu'on doit ajouter une confiante ( que nous 
déCgnerons fouvent dans la fuite par C ) à une 
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intégrale quelconque. Nous dirons auflî dans la 
fuite de cet Ouvrage comment on peut déterminer, 
cette confiante. Au' refte , cette confiante efl fou- 
vent o; nous ne Tajoute^rons cependantpas toujours 
pour abréger. 

Il efl aifé de voir que le calcul intégral efl Tin- 
verfe du calcul différentiel ; ainfî il faut faire beau- 
coup d*attention aux procédés de celui-ci, pour 
pouvoir réuflîr dans le premier. 

4. La différentielle ûq x"" fe trouvera ( 2 ); 
en fubflituant x + dx k la place de x , pour 

^VOÏT(X'+'dxy — X^+'-X^'''dX'i^ -i .' X 

^ * ^ i 1. X 

x'^^ dx^ &c. ( par le binôme de Newton , voyez 
la première Partie ) =1 x"" -^ m x "^^ dx ^ en 
négligeant les termes fuivans , qui étant multipliés 
par des infiniment petits dx^^ dx^, &c. des or- 
dres fupérieurs , difparoifïènt devant le fécond 
terme. Donc en retranchant la quantité donnée 
x"". Ton a mx"""^ dx pour la différentielle cher- 
chée. 

Corollaire I. Donc la diffcrentklU d^unt 

puijfancc x"" fe trouve en multipliant par Cexpofant 
de la puiffance , & par la différentielle de la quan-* 
ùté variable & diminuant cet expofant £une unité. 

m. 

Donc la différentielle de ^4-j ou de (^ 4- y)* 
fera = /77(^-f-y )'"''</ y- Car foit tf-+-y=:x; 
on aura </ y = dx ^ ( ^ +y )'«..^== x" , 
^(^+j.)^ (^f) = ^ (at'") = mx'^^' dx =# 
fn (^4-^)'"-' dy i en fubflituant les valeurs de 
dxj & de AT. 



f*^) Uexpreflîon à. tflH-^)"ou tZ ( a -+-J' )"* indique liai 
«liàerentielle de ( a -f-^ ) ". 
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é Cours ce Mathématiques. 
Corollaire IL Donc l'intégrale de* 

, ^ mx »-»■*"» dx mx* dx 

(m— i-f-i)^j: mdx 

Donc règle GéNÈRALBi rintégraU d*unc difft* 
rtntidU monôme ^ qui nt contient qitunt 's^ariabU ^ fc 
irouvc ^ en augmentant d^une unité texpofant de la 
puijjance , divifant par cet expofant ainji augmente & 
par la différentielle de la variable. 

Une quantité aftedée d'un radical ou d un figne 
fera dite être fous le figne; ainfi dans a }/^x=z 

ax^9 la qantité x eft fous le figne y^on ^^ mais la 
quantité a eft hors du figne. 

L'intégrale, de la différentielle y"^ dy fe- 

ra . En effet, en différenciant cette quan- 

tîté , on aura la différentielle propofée. L*in- 

tégrale de ( ^ ■+- y ) "■ dy fera — • 

En effet , fuppofons a ^ y •=. x y on aura 
(^ •+- yT = ^^ dy ^dx &i (a+y)^ dy 
ss=: jc^^a:, dont l'intégrale eft = (par 

la régie générale ) = — L'intégrale de 

ia-J^byT dy eft \ ^ ^^ ^ Car foit<2 + ^v 

d X 

*=jk:, on aura i </j^==^:v, -7- = d y Se en 

b 

fubftituant, il vient (a -+- by )'^ dy^x"" 



b 
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dxy dont l'intégrale eft — • -7^ 
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1 (a-f- ^ y )"■*'' 

T* î rintégrale de ( tf 4- yjy^) '" ij^ fera 

C en luppofant j =*) = — ^-*^-- — :i-i 1. 

Pouir avoir la difféïferiti^le de K^ C ^ ■+• j' ) , on 

fuppofera y ( a-{^ y ) =Ctf'4-j^)*=x^, 

en faifant a+y =s:x , Se Ton aura la difFéren-r 
I 

tielle de x^ ::=: m x"^ d X ( eh feifent /» = |) 



Remarque. Nous défîgnerons Kfttégfalc par la 
lettre S ; de forte que S:*: ^^/Ardéïîgnerarintégjrale 
dex^ dx (^). Otf en fuppofant ^ t^= m>,ron 



^»*^' -^-î-Vf 



a s x ' i/jsr = s Jt'" i/jkr = 1 .-st: :ïl 



2 l 

7 JC* • 



m-Hi ^^i 



jpm*l 



En général S Ar*^ireft=: . excepté le cas 

ou 13? === — I ; mais nous parlerons de ce cas dans 

|a fuite« 

. Corollaire* Il..fmt'de ce que nous venons de 



. •( * ) On peut xoï^ceiroir rimëgtale' d'uac tdiiFërentîelle, 
comme la fomme cU» élément inmiimem petits, d'oii réfultQ 
rintégrale. ' •. "* > ' * - v ' 
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dire que Ton peut toujours trouver Kntégrale d'une 
quantité monôme ou binôme , dont la quantité , 
hors du figne , eft la différentielle de la quantité 
fous le figne, cette différentielle étant fuppo- 
fée multipliée ou divifée par une confiante, 
iBxcepté le cas où Ion auroit un expofant =« 

^ I. 

y. Nous avons dit ci-defïus que la différen- 
tielle de iz;c étoit ^dx. Donc, S adx eft =^ je. 
Nous avons vu auflî Ci) que d ( xy ) eft=y dx 
^xdy (A); que d{x'[n) t=i:^udx*^xud[ 
^ x^du ( B ). Donc pour avoir l'intégrale des 
différentielles A St B qui contiennent plufieurs 
variables , on fubftituera les variables au lieu de 
leurs différentielles , & chaque terme fera la diffé- 
, rentielle cherchée. Donc fi une quantité (M,)bydx 
^bx dy'-\^ad[~\r &c. a une intégrale = P, on peut 
là trouve}- 1^; en intégrant le premier terme , comme fi y 
étoit confiant^ 2^. en intégrant le fécond terme comme 
fi X étoit confiant , & ainfi de fuite jufqt^au dernier 
terme , & en comparant entr\lles toutes les inté- 
grales; car fi elles font les mêmes ^ Fintégrale du 
premier terme fera t intégrale cherchée^ Si elles forte 
différentes^ on ajoutera à ce qu^ elles ont de commun 
tous les termes qui font leur différence & Von aura 
tintégrale P. Suppofant que la différentielle M 
n*a que trois termes , l'intégrale du premier ter- 
me, auffi bien que ceUe du fécond , fera ixy^ 
mais celle du troifiéme eft ^ j ; l'ajoutant à b xy ^ 
f aurai Tintégrale P cherchée i=±± bxy -\^ a:i^. En 
effet , en différenciant cette ^antité, l'on aura la 
différentielle M. 

(î. Pobr avoir la différentielle d'une frac- 
Ition'^, je'fais^ =^:j : donc ^ C j) = d^. Or; 
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équation -=^, donné «•=j^ ;j, </« sssydr 
+ idy^dx^ldy=ydi, """^ > = «/{, 

•^il-l<^=->:llZ!l<r=Vî, en fubftis 

tuant la valeur de {. Ainji la différentitlU J^une 
fraSion quelconque , tfl égale au produit de la dif- 
férentielle du numérateur par le dénominateur , moins 
le produit de la différence du dénominateur par lé 
numérateur^ le tout divifé par le quarré du dénomi* 

nateur. Donc S. ^^^-^<>^ eft=|; la différent, 
tielle de — eft = — \ y parce que d a =?o; 



XX 



Donc s. -.iif=-. • • 

X* X 

Remarque. Lorfqu'une différentielle bdx {é 
trouve multipliée par une confiante , on peut inté- 
grer comme fi la confiante n'y étoit pas ; mais on 
doit multiplier enfuite Tintégrale par 1^ confiante, 
'Ainfi, en intégrant dxj )ai x, & multipliant 
par b, il vient b x; de forte que S. ^^* eft =: 
b.Sdxis=zb X. > 

Lorfqu'on pourra ramener une différentielle à 
la forme x'^d x y conune cela fe . peut , pat 

exemple, dans la quantité bdy l/^ (a H-j ) 

* I 

= ^y X bCa-^yy—d.x X bx'^. ,. en fuppofant 
a '^ y = Xy & par conféquent dy = âx & 

w =7, on intégrera facilement, puifque S. x'^dx 
m-+-i i-f-i 



T ■ 
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en multipliant cette dernière quantité par ^ , on 

aura jt (a -t->^) * , intégrale cherchée. 
' Lorfque la fubflitution ne pourra pas réuflîr; 
& que la dififérentielle ne fera pas contenue 
fous quelqu'une des formules ci - deflus , on 
• pourra intégrer par les feries. Soit par exemple , 
ta quantité dy 1/^ ( a + y^')^ cette quantité ne 
pouvant fe rapporter à aucune des formules ci- 



defTus, je réduis i/^ (a^+^y^ ) =z ( a -+-j>^* > » 
en une lerie par le binôme de Nevrton ,. ce qui 

Êeut fe faire facilement , en fubftituant y^ k 
i place de ^ & | à la place de m dans ta 

,^ „ i m (n. — i) 

formule a-f-/» =20!" (tf-+-T;-+- : ^ 



^-^ +&C. ) = ^ (i+î- — i^ &c.) 
Multipliant tous les termes par dy^ on trouve 
( en négligeant le multiplicateur ^ * ^ d y 

H- ^^ T"^ *^^* P^®*^^"^ 1 mtégrale 

de chaque terme & multipliant la fomme par ^^^ 

îlvienttfî (.y-^TT-yyy ry^ &c.) Cette 

ferie fera d'autant plus convergente , que y fera 
plus petit par rapport à i^. 
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I)cs dijprcnus des ordres fuperuurs & de leur . 

intégration. 

j. d X étant la différence ou la différentielle 
de jt: , fon quarr^ fera défigné par d x* , foo 
cube par d x^ , &c. Mais rien n*empcche de 
concevoir la différjentielle de la quantité dxz 
elle fera défîgnée par ddx^ ou par d^x; c'eft 
la féconde dirference de x. La troifîéme diffé- 
rence de X, ou la différentielle de ddx^ s'ex* 
prime ainfi dd dJt^ ou d^ x; Se on général la dif- 
îerentiells de Tordre m de la quantité x , s'exr 
prime par d'^x. Quoique dx^ & ddx foient 
deiix infiniment petits -du fécond ordre, néan- 
thoins ces quantités peuvent avoir entr elles tels 
rapports que Ton voudra ( voyez ce qu'on a dit 
fur rinfini dans la première rartie de cet Ou- 
vrage ) ; iainfi il ne faut pas les confondre Tua 
avec lautre. La première différentielle de x* 
efi (4) m, x""" ^ dx. Pour avoir la féconde 
différentielle , on confidérera d'abord un de» 
faâeurs variables x*""' , par exemple, comme 
variable , & le fadeur d x comme confiant ; fou 
traitera enfuite d x comme variable & x""^^ 
comme confiant. Ainfi Ton aura m ( m- — i ) x 
x""'^ dx^-^mx""^^ ddx(B). Si on fuppofe ^JT 
confiant, ce qu'on efl bien le maître de faire, 
on aura d d x =0; & la féconde différentielle 
de x"" fera m (m — i) x'^''- x d x"- , & l'ofi 
aura S. m (m — i ) x"'"'- dx^=: m x""'^ dx. La 
troifiémfe différence de Jt"" fe trouvera en trai- 
tant fucceffivement dans la quantité B chaque 
fadeur variable comme variable & les autres 
comme conflans} ce qui donnera m, (m — i ) % 






ï2 Cours de Mathématiques. 



(m — i)x""'^ X dx^ -^^ m (m — i)x'""* x 
' ^dxJ''x+m(m—i)x""''-ddxdx+mx"'''d^x 
( la différentielle dt d x '^ eft= z d x d d x ^ 
par la même raifon -que celle de jc * eft 2 ;ir^^, 
que celle dt y^ ^{k, 2y dy ^ dont l'intégrale eft 
la quantité B. Si dans la dernière différentielle 
on fuppofe dddx±=^o y c*eft - à - dire fi Ton fup- 
i)ofe la différence du fécond ordre confiante, 
on effacera le terme qui efl multiplié par d^ x , 
le refle fera la différentielle troifîéme de x"" ^ en 
jen fuppofant ^^ a; confiant. Il n'efl pas difficile de 
voir comment il faudroit s y prendre pour avoir 
la différentielle du quatrième, cinquième, &c« 
ordre de la quantité x"". 

La différentielle du premier ordre de la quan- 
tité xy^ étant (i) x dy-^y dx; la, féconde diflPé- 
rentielle fêta dx dy -+- x d dy "+- d y d x -H 
y d dx=idxdy'+^x ddy-^y ddx = 2 dxdy 
r+'X d dy, en fuppofant d x confiant.. 

En confîdérant dans celle - ci fucceffivement 
dy^ x, ddy comme variables, on aura la 
troifîéme différence ^q x y dans la fuppofîtion 
et dx confiant. Il efl évident que S. (2 dxdy 
'^x ddy y :=: X dy "^ y dx ^ &queS. (^r^y 
^y dx) = x y. Il efl aifé de voir maintenant 
comment on peut avoir la différentielle féconde 
<1 une quantité quelconque. Jl n y a qu'à confi- 
'<lérer fucceffivement dans la différentielle pre- 
mière de cette quantité chaque fadeur variable 
comme variable & les autres comme conflans ; & 
^aifant la même chofe pour la différence féconde, 
on aura la troifîéme & ainfî de fuite, en fe fouve- 
nant d'égaler à o les différentielles des quantités 
qu'on a conlîdérées comme confiantes, i^^^^^ ^ 



/^ 
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lïntégration de ces fortes de quantités, on ert 

Cariera plus au long dans la fuite de cet Ouvragej 
'els font les principes les plus généraux du calcul 
différentiel & du calcul intégral* Faifons quelques 
applications. ^ 

8. Problême. Trouver la fous^tangenu d'unt 
courbe algébrique , dont les ordonnées font paraltèUs. 
Soit la courbe A m (fîg. i. ) dont on demande la 
tangente au point m. Ayant mené l'ordonnée P/w 
(< y ^9 fo^ infiniment proche p,n & la ligne /wR 
= P/? y parallèlement à Taxe AL, on aurb AB. 
== a: , P/; = ;n R = </x , /2 R ( ou la diflférence 
de l'ordonnée p n \ lordonnée Y m ^ '=^ d y. 
la portion /n /2 de la tangente étant infiniment 
petite 5 peut être regardée comme fe confon- 
dant avec la partie correfpondante de la courbe 
à laquelle elle eft cenfée égale. Cela pofé , les 
triangim^femblables /w /2 R , /72 T P donnent n R^ 
mR : : /nP : P T, ou ij : i/;c \x y \ PTsa^ 

V d. X 

C B ) , expreffion générale des fous-tangentes. 

Si dans cette formule onfubftitue la valeur àedx 
prife de Téquation de la courbe, cette valeur con* 
tenant dy , il en réfultera ui^e expreffion de P X 
délivrée de différences. 

p. Soit fuppofée la courbe A/w une parabole 
ordinaire dont Téquation foit y^ '=iax ^ a étant 
le paramètres en différenciant, on a 2ydy^ 

"sss^adXy ^x=x * Subftituant cette valeut 

a 

de d Xf dans la formule B , il vient -* 

aajr 

cass -^^— =k 1 = 2 X , a çauie de j' * 5=; ax : 
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if eft-à*dire , que la fous - tangente de la parabole 
eft double 1 abfciiTe ; ce qui s'accorde avec ce que 
nous avons dit dans les Seâions coniques. 

lO.. Si la courbe eft une parabole d*un genre 
quelconque, dont Téquation foit a"* :c" =j''"'*'* 
( Seôions coniques 92 ) ; en différenciant , Ton 
a/2fl" x""* dx = (^/n4-/2)j^'" ■*"""' dyy dx 

— • Subitituant cette valeur 



n w X 



« — s 



dans la formule B , on trouve = x 

djf n 

^ — ^ • (en met- 



» _^ »— I j2 /r ^ » ;c" ~ ■ 



fl" af 



tant la valeur de y " * ") = Ç- ) x. Si m=^2 & 

»s= I, Ton a PT=3 x. Si m=:^8cnz:j^ ^ Y 



dPT 



L*équatîon a^ x* =:y""*'' devient a'^x"' 
r=j^'"""", en fuppofant n négatif; & dans cç 
cas y on a a "' = y """" x" ( voyez la note du 
n**. 95* des Seâions coniques ) équation aux hy- 
perboles de tous les genres par rapport aux 
afymptotes, & la fous-tangente PT (hgure 2 

m—n M - - ' 

ilevient = -. , en luppoiant m-^n 

j!= M, Si M == I & /^ 2== I , comme dans fhyt- 
perbole du premier genre , on aura P T = — y , 
c*eft-à-dire , que la fous - tangente fera égale ji 
Tabfciffe ; mais à caufe du fîgne — , il faut pren- 
dre la fous-tangente du côté oppofé à forigine 
des abfcifles. Si M =; 7 & «= 2, Ton aura PÎ 
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€=: • Si M =: ao & « 5= ^, Ton auféj 

P T = — y ^. En général , la fous - tangente ' 
dans les hyperboles , eft toujours égale à Tab/^ 
cille multipliée par le quotient de TexpoCant d^ 
l'ordonnée , divifé par celui de rabfcifiè , en prenant 
fexpôfant de raburiffe avec le figne — . 

Dans les ellipfes de tous les genres , Ion ^ 

î^ym^n _.^n ^ ^^ — ^yn^ Différenciant & mut- 
tiplîant par /?, il vient (/tz + zz ) tfj^'"*""»^^ 

ia — x)"^"^ dx ^ dx^=^ 

n p x'^^ X {a — x) "'~mp<k: » X. ( a — ^v^"-*' 

Y d X 

Subftituant cette valeur de dx ^ Ion a — ;; — 

( m-f-n) flj^ *'*' • 



= ; N ^ — / » — TrrrT' Subftî- 

tuant la valeur de ^ '^ * " , & divifant enfoite le 
numérateur & le dénominateur ' par /âr""' X 
ç à^^ x) '"" ' , Ton a ( en fuppofent que la fc^ 
gure 5 puiiïe repréfenter ces fortes, de courbes > 

PT= ^ i- -• Comme la quantité^ 

n a — nx — mx 

ne fe trouve pas dans fexpreffionf de Ja fous- 
tangente, il eft évident que cette 4içiîe doit être 
la même., quelle que Ipit cette quantité^ Donc tour- 
tes les courbes qui ont des équations qui ne dif- 
férent que par différentes valeurs de la grandeur/; , 
ont des fous-tangentes égales eorrelpondantes 9 
des abfcHfes égales. 

On trouveroit la même expreflion pour les cer-s 
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clés de tous les genres , dont 1 équation eft la même 
jlvLC celle dfes elfipfes , en fuppofant a =/7 ( * ), SI 

m:=i&;2=:2, PT fera = 1^^1:111^; d'où 

2 a — 3 X 

Ton tire 21 A tf — 3 AP : 3 ^ : : ^ — x: ?T. 
Si /w = 72 = I , comme dans rellipfe & le cer- 

cle ordmaire , 1 on aura P T = . =- 

a — z X 

•5 , & les tangentes m T, nT correfpon- 

dantes à la même abfciflè AP, rencontreront 
Taxe au même point T (fig. 4). 

Dans les hyperboles de tous les genres , Ton 

a — J^'"*' = •*^" X (a -i^ x)"" , cette équa- 
tion ne différant de celle des ellipfes que par- 
ce que dans le fafteur a "^^ x ^ x a le ugne 
•+- au lieu du figne — , la fous - tangente fera 

{m'^n).{ax'4-xx), u a ^r x 

• Si la courbe Am (figi) 



na-h n x^mx 

éft fuppofée une hyperbole ordinaire, dans la- 

,, -nT»/- z a x-^ z X X 

quelle /w==:«=:i, ri lera =5 

. a-^ z X 

p=: -_ ; d OU 1 on tire t a *+- x : x :; 

a-^x : PT, Prenant donc une quatrième pro- 
portionnelle aux lignes \ a -+> x^ x ^a^+^x ^ Ton 
aura 1^ fous-tangente P T, * 



( * ) Pour les cercles j ellipfes & hyperboles de tous les 
gewrcs , voyez les Sc^tioxis coniques , n. pi , p^ & ^4. - 

II 
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II. Pour les paraboloïdes ,. dont Téquation 
X voyez les Seftiôns coniques 96 j eft ^""^y = x^ 

ouyssix^'^bx"'^'^ -hc*'""*...'4-/:, en faifant 

-t-c C«ï — 2)x'^'</« ...-\-gdxy dx 

__<r ; 

et — ^ sss - - "^ 

II. Dans la cifToWc ( fig. %) ; Ton a ( courb. alg. 71 ) 
7* = . , en fuppofaal le diamètre du cercle g6* 

nérateur = ia5 donc jf* X {%d — x) = jfS V^^ X 
( za— x) — jf^dx =^x*dxy xyày X {za—x^ 

ae 3 X* (f ;c -f- dx X_y* = dx X 3 ^* «4- dx X 

( en fubftit^ant la valeur de j^*) = dx. (- }> 

«AP = ; é > ]; =ai 

« 4** — 2 «î 4J> 

»J'*Xr24 — *1* 2*' ' [24 — *]* 44lJt— 2X* 



<î 4.T* — • 2 X* 2 4 .i» X <4JlfJf— 2af' 6 4 *- 2 Jf 

£— . d'oil Ton tire ; a — x : i fl — x :: x : TP« 

3 4 —4» ' ~ "^ 

13. Problème. Trouver la fous^tangente^dans 
la cyctoïdt ( jfjg^. 6 ). Ayant tiré les ordonnées 
îïifiniment proches MP, mp^ lîienez la tan- 
gente P T au point P du cercle générateur & la 
tançente MT au pomt correfpondant M de la 
cycloïde. Les arcs^ infiniment petits , P/^ , M /w 
pouvant être- confidérés comme des portions in- 
finiment petites des tangentes PT, /wT, fi loa 
Tome m. ?B 
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tire la ligne M s parallèle à la tangente PT, les 
. triangles femblables M 5 /t? , T M P donneront 
ms; Mj:: MP : PJ. Or, à caufe des paral- 
lèles P/? & M5, MP & mi, l'on a, en fai- 
fant Tare BP= jc & PM== j^^Ton a, dis- je, 
ms =z dy^ Y p = ^a: = M5-, donc^j^: dxwyi 

- = j/ ; puifque dy = dxC) , 



PT 



ày 



à caufe de j' =;r ( voyez les Courbes tranfcendan* 
tes, n°. 10). 

CoBoi-LAiRE L Donc prenant fur la tangente 
du cercle générateur la partie PT égalé à l'or- 
donnnée^. Ton aura la tous- tangente de IJK'cy- 
cloïde. 

Corollaire II. Puifque )' =5 PT, le trîan- 
glç M P T eft ifocelle , les angles en T & M , 
égaux entr'eux, & Tangle extérieur T P^égal aux 
deux intérieurs oppofés M & T, fera double de 
l'angle M ; mais 1 angle T P A a pour mefure la 
moitié de Tare P B /^ , & l'angle T P B a pour 
mefure la moitié de l'arc P B ; donc ce dernier 
angfe eft la mdltié de l'angle TPA; donc il eft 
égal à rangle PMT &les lignes BP, TM font 
parallèles, à caufe des angles correfpondans égaux, 
c'eft-à-dire , que la tangente de la cy cloïde eft 
parallèle à la corde cortefpondante du cercle gé- 
nérateur. 

14, Dans les cycloïdes allongées ou raccour- 



cies, l'on zy 



<• ( Courbes tranfcendantes ^ 



(*) On peut regarder Tëquadon dy »= àxcommt eyprimanc 
la nature de la cy cloïde \ parce ^ut x repréfènte un arc de cer- 



cle. 
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n . lo ) ; donc dy = — — -> ^a?= —^ ^i— 

v^ IJ ^ dy 

5= — - == ^ = P T ; donc dans ces cycloïdes 

I on a P T égal à rabfciflTe courbe B P ( * ) c eft-à- 
dire, que la fous-tangertte eft quatrième proporr 
tionnelle aux lignes D , C , j'. 

1^. Dans les cycloïies Je tous les ordres. Ton a (courbl: 
tran£ n*». lo. ) C"^» = D''x'", /zC" j<"^' <>^ = m D* 

x--^dx. dx±^ !L£^r^y -^il^^ JLSllL. 



n D 



» -m 



= — ",». ' 1.^1 ■ ( en fubftimant la valeur de C* y» 1 

•-— — _ y d'où I on ure m : iz : : x : PT = — — - ^ 

Si n = 10 & m= ^, l'on a PT =f Jt; c*eft-à-dire; 
Gue dans ce cas la fous - tangente eil ëgale au quintuple 
de rabfcifle courbe BP. Si la courbe BC eft telle quen 
fiippofant toujours l'arc BP=:>ff, PM=^j Ton ait 

or y 7=i x*"^* -4- C :»"• , Ton aura^ =s — ^ dy 

_ ^(^t).."--^-Cm^'"-'^ ^ ^ ^^ Subftituant la valear 

de dy AzDS —^ { car le réfultat eft le même que & ou 
fubftituoit la valeur de ^ jc ) . il vient — = 

■ 1 I I I I I » — Jj-* J^ ■ " ■ ■ .11 !■ III I i j 11 

** -h C r , 

(en fubfbituant la valeur de a» y) = r— • 

en divifant tout par x"""', d'oil l'on tire (m-+- i ). ^ •+* 



(*) Il faut i;'egarder dans ce cas-ci la courbe (CED) comm« 
Une cycloïde de Tcipéce dont il s'agit. 

Ba 



A I 



'v 
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C m : X -^C :: X : ?T. Si m = ^ , Ton a PT 

Si la courbe B P Ri ^toit une tllipCe^ en fùppo&nt Cûu« 
Jours Tare B P = jf , P M =^ , les expreffions que nouf 
venons de trouver (i^, i4& iç) auroient encore heu ; mais 
alors on prendroic P T fur une tangente elliptique j dans ce 
cas les équations^ =x, C *^" = 0» ac*, fiçc. réprtfente- 
loicnt des courbes qu'on peut appclleryc/o/'^ex elliptiques^ 

1 6* Si on fuppoie que B /z D foit une demi-cycloïde ordi- 
naire , ou allongée , ou raccourcie, ou d'un genre quelconque , 
& que la courbe B i foit telle qu'en faifant rabulÂê courbe 
B n=: X y n N==x i l'on ait x =j^y Ton aura /F = ^jr , 
en fuppofant N / parallèle i n t taneente au point n de 
de la courbe B/ï, & les triangles feraiblables F N /, r /zN 
donneront /F ( dj^ ) : /N =?:/!r ( ^je ) ::/iN(^): nt 

fous - tangente chcrcliéc = — • Si on fuppolè x =jr^ 

à caufê de </Af = ^^, l'on aura « f ==x =^- Si l'on fiip- 
pofe que C* : :v* : : D" :^", l'on aura D* x" = C"^» 

«cmjr»-»^;tf= ^^ -, J:c = i L9 

J}n mû" «""""' 

^'~-=:- .^, ., , = ^^ ^ — (en multipliant le numé- 
rateur & le dénominateur par :t ) = -iï-f ^i— , en fiibf 

tttuant la valeur de C*^» ) = -î^» Si 10 = 1 ^ /z=z= ^, 

on aura n f = -^ — . 

Si la courbeB n eft une parabole, ou une hyperbole d'un genre 
quelconque , ou encore une courbé quelconque dont on lacbe 
mener les tangentes nt , il eft vifîble par ce que nous venons 
de dire , qu'on pourra toujours trouver la fous-tangente /z r de 
la courbe N B , pourvu qu on ait une équation algébiiqùe entie 
les abifciflès courbes B /z & les ordonnées reâllignes n N* 

17; Problème. Soie fuppoféc A V N ; 

Xfig' 7 ) u^^ parabole & une autre courbe a /M dont 
les ordonnées M P font moyennes proportionnelles en* 
ire les abfcijfes V h&les ordonnées correjpondantes P N 



«ta 
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Je la parabole , on demande la fous-tangente Vb de la 
courbe A M. Soit Tordonnée de la parabole — y , 
l'ordonnée de la courbe A M=^ , rabfcifle AP — x 
& le paramètre de la parabole==p. L on auraNR 
=nMr=P/?===^j:, n ^=zdy^ mr=^di^ Sup- 
pofant que la ligne M^ eft tangente de. la courbe 
AM, les triangles /w r M, MP^ donneront ^^ : 

rfx : : î : — = P ^ ; mais par la nature de la 

courbe j x ^ix ^x x ou y x == ^^ydx -^xdy 

j j ^dx-i-xdy - 

*=*{^{j«î= ; 3 lubftituant cette 

valeur de i/^ dans i— , l'on a P * = _ill£f_; 
mais 1 équation de la parabole ^*=y;r donne 2 j^^^ 

1 V" ^ V 

=/ J^, Jjf =S3 — ■'. Subftîtuant cette valeur 

àc dx dans Texpreflion de P^ , l'on a P 4 =3 

fubftituant la valeur de :[;[ dans le numéra- 
teur , & celle de x dans le dénominateur ) 



4*^« - ^* Prenant donc A ^ =^ ^^^ 



4'on aura la fous-tangente cherchée P^. 

Il eft aifé de comprendre comment il faudrôît 
c'y prendre fi la courbe AN étoit une hyperbole 
ou une autre courbé algébrique quelconque, 

18. PkoblÊME. O/z a deux courbes AN, As/ 
ifig* 8 ) ^ ^n^ troïfiime courbe A M dont les or* 
données font fuppofécs troïfiimts y- jportionnelUs aux ■■ 
ordonnées ,de la première & de la féconde , on demande 
de mener une tangente à la- courbe A M. Soit s f or- 

doonée de la première - v celle de la féconde cour^» 

B4 



I 
i « 

I 

I 
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be & { celle de la troifiéme courbe A M ; donc 
par la nature de la courbe A M, on a 5 : j^ : :j : 
^, ou 5ç =j^\ Soit la fous-tangente Pr de la pre- 
mière courbe =r5 celle de la courbe A/=/, 
donc gn =: d s , fu = dy ^ m K = d [. Les 
triangles femblables NP/ , N/ïgr donnent NP : 

rtiing: gN^ on s : r :: ds :gN = .Les 

• s . 

triangles femblables /u s ^ sV a donnent y i t 11 
dy:su==i — — •Mais tt5=fi^Nj donc == 

ia dy ^=z ^-^ \ Les triangles m MR, MPT. 

t s 
donnent R/« : RM= g N :: MP : PT ou rf^; 
;: 7 : P T = , — • Il ne s agit donc 

plus que de faire difparoître les différentielles 
^5 , ^:5; & les inconnues i&c s pour avoir la fous- 
tangente exprimée en quantités cpnnues ; ce que 
Ton pourra toujours faire, en fuppofant que les 
courbes AN, A/ font des courbes algébriques 
quelconques. Suppofons par exemple que la pre- 
mière courbe AN eft une parabole & la féconde 
une hyperbole. De l'équation 5 ç = j^* , Ton tire 

J^J^ j zjys djy-^-y'' ds zj^^rsds 



^ X ' ^ X* ' ts^ 

y^ds 

►— — J — ( en fubftituant la valeur de dy prife d© ' 

Tyds^ ,%yrds^ty'-ds 

I équation dy = ) = ^ • 

•m y J m 

Subftituant cette valeur de </? dans — -, — i , on 

Xû{ 

trouve P T = i =: > — 



1i^ 



.#" 



Calcul difféjrentiel. 25 



tsrx ur 



- C en fubftituant 

la valeur ^î de jy*) > d*où Ton tire 2, r — 1 1 / :: 
r: PT. Or r & / font cehfés connus; donc on 
connoîtra P T, 

Si la courbe AN étoît rentrante comme par 
exemple un cercle Cfig»9)> la'difFérentielle def 
Tordonnée PN correspondante au quart de cercle 
AN feroit=o; car il eft vifible que les différen- 
ces des ordonnées vont en diminuant en s'appro- 
chant du point N, auquel point elles font cenfées 
nulles 9 & la tangente étant parallèle aux abfciflès 
AP, les ordonnées /^/z, ^IP font cenfées, éga- 
les, & leur différence eft cenfée =0. Donc alors 

<£j==oO,&réquatîon^{=: ^— — der 

m 

vient d^zss -Jl. - — • Maintenant ( fig. 8 ) les trian-^ 
gles /72MR, MPT donnent d^z RM=:»5 



J^di %jrjfsdjf \jy 



s^t t 



y en fubftituant la valeur de y*; 

donc dans ce cas la (bus-tangente PT (fig. p ) eft 
la moitié de la fous-tangente P a de là parabole, 
c eft-à-dire , que la fous-tangente P T m)outit au 
point A, 

ip. Si Ton fuppofè (fig, lo) que les ordonnées P md* 
ia courbe A m fonc moyennes proportionnelles entre les o%» 



( * ) Cela paroîtra plus clair lorfq^ac nous aurons parlédcs 
maximis &. minimis. 
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données de la courbe A N & celles de la courbe A j , on 
trouvera encore 1 a fous.tangentePT = -~—- mais alors 
on.a j;^::^ :^,jjV==jf,^ sdji-hjds= ^ldl,dl 

y mais nous venons de 



^^sdy-^jds^ p — 2rz.^d 



trouver ( i8 )<y = -I:11L ; donc en fubftîtmant cette va- 
leur de <r , l'on a P T = ^''^^d' — 2rt.*f 



P T; or r & r font cenfés connus ; donc il fera aifé de con- 
noître la fous-tangente de la courbe A M. 

Si la courbe, k s ( fig. 8 ) partoit dun point difFérenc 
de A, & Qu'elle devînt Bj (fig. ii ), de manière qu'on eût 
toujours P N : PM : : PM : P J, ou J : f : ; ^ :^/ou r » 
s= j J ; à caufe que P N augmentant, P s diminué la diffé- 

rçntîelle de P j feroitœ^ dj^ i donc P T= ■. ^''^^^^.^ 

t s dy-^ ty ds 

deviendra ^ ^— ^^^ = ■ ■ '^--'' .. ( en fubf- 

. iydi^isdy ,yds^ ^^.rydt ^ 

tituant la valeur de ^ v ) =î »■ ^''^^ — •=: . ^"7 ^ ( ea 

^ *< * s y t — s r y ^J ' — * C J' 

t 

fubftîtuant la valeur de {; ^ ) = -~~" î ^^^^ t — r ^: i r îj 

f::PT. . 

Si {fiî^. iz & 13 ) AN & R J étoîent des- lignes droites , la 
courbe BM feroit une feâ:ion conique. Car foit Je rapport du co- 
"finus au fînus de Pangle j B P comme/: ^ celui du cofinus au 
iînus de Tangle N A P comme ini n ; foit de plus B A;=i a, 
^BP = ^; donc P A (fig. 12) = 2a— x &PA^fig. i^j 
■&=■ 2 a -H- Jif. Cela pofé , le triangle P B j (on fuppofe ici 
les ordonnées perpendiculaire^ aux abfcifles ) donne figrx 

* * • 

. 3B P ; P s.mj.'. S *.\ X i ? s=y =£_., Le triangle rec^ 

J 

'tangle NPA donné m :n : : za^xissss—X 
I» 

{i a + x), lie figne — eft pour la fig. 12 , dans laquçlJb 



r 
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rangle B eft aigu , & le fîgne -f- pour lafig. 13, dans laquelle 
ranglc jB A eft obtus ; donc Ç ?=J' J = ~£ X (i « r^I x;e) " 

^= — X ( i tf * -f- x^) y en faifant le rapport de g m fm 

ég3\ à celui de b^ : a*. Or cette équation appartient à Fel- 
lipfe , en prenant le fîgne — & à TJiyperboIe en prenant le 
figne H-. Si b = tf , Téquation appartient au cercle ou i 
Thyperbole équilatere. Si a = 00 , c'efl-a-diie , fi les points B 
& A font fuppofés infiniment éloignes , dans cfc cas , le terme x* 

dilparoifTànt devant a x , Ton aura (c n fiippofant 
- — = p ) j* = p X , équatioû â la parabole. 

20. Problème. Déterminer la fous - tangente dani 
la logarithmique B M(fig /4 \ Par la nature de cette 
courbe (voyez les courbes tranfcencfantes n^ 3) 
Lorfque les abfcifles AP, A/>, AQ, A^ font 
en proportion arithmétique , les ordonnées cor- 
refpondantes font en proportion géométrique ; 

Îmifque les abfcifles étant fuppofées en progref- 
ion arithmétique , les ordonnées font en pro- 
greffion géométrique; de manière que les abf- 
cifles font les logarithmes des ordonnées corref- 
pondantes. Dope fi Ton Tait PM = j. Ion aura 
Pm= PR+/«R=j^-+-</j; & fuppofant QN 
e=«. Ion 2L q n -=: u '•\^ d u\ donc parce >que \e^ 
abfcifles AP, A/, AQ, A^ font, fuppofées en 
proportion arithmétique , Ton a , en faifant A P== a:, 
P^=: d x=^Qq'j l'on a, dis-je, y : y -h dyii 
u: it'+'du; on aura donc j^ : dy :: u:du. 



= . Mais la Cous - tangente PT =3 

dj^ du 

*^^ i & par la même raifon la fot s-tangenje Q f eil 
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, puifqueQj='</jr. Mais 



du ' '^ '^ ^' dx 

J!-i donc Q / = .:^1^ = PT, c*eft-à-direi 

du • djr 

que les fous-tangentes correfpondantes à diflferen- 
tes ordonnées font égales entr'elles; donc dans la 
logarithmique la fous-tangente eft confiante. 

21, CoKOLLAiKE. Si Ton fuppofe la fous- 

V d X 

tangente de la logarithmique =; tf , Ton aura ^- — 

5=tf C c'efl 1 équation différentielle de la logarih- 

nuque), ou =5 ; & en mtegrant. S, — 

a :/ a 

5= S. , ou ^ =S. ; & parce que Tabf- 

cifle A P= jt- efl le logarithme ae l'ordonnée cor- 
refpondante prife dans la logarithmique dont la 
fous-tangente =tf , Ion a le théorème fuivant. 

22. Théorème. VimigraU S. ou r intégrale 

JtuntfraBion dont U numérateur dy ejl la dijje- 

rentUlU du dénominateur y , efl le logarithme x du 
dénominateur divifé par la fous^tangente a de la lo* 
garithmique , dans laquelle Von prend le logarithme* 

Par les mêmes raifons fî ;[ efl rabfcifle ou le 
logarithme d*une ordonnée u dans une autre lo- 
garithmique dont la fous - tangente foit ^ , on au- 

l'a — = S. — , & fî /on fuppofe^ = u^ oa 

aura -7- =:>. =: S. = — & par confe-» 

u y a ^ 

7 X 

quent — — =: --ou ^ 7xs=:,b x^ donci x ru ai b^ 
* a • 
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Ainfi en fuppofant que j^ & // fepréfentent le même 
liombre , on aura le théorème luivant. 

fl^. Théorème. Les logarithmes d'un même 
nombre pris dans deux logarithmiques différentes , font 
tntieux comme les fous-tangentes de ces logarithmiques^ 

Si dans l'équation — = S. — (.2.2) ^ on fuppofe 

<i = I , on aura x=lj.y ( L défigne le logarithme) ; 

J y 

donc rintégrale S. — d une fradion dont le nu-* 

mérateureft la difFérentielle du dénominateur, eft 
toujours égale au logarithme du dénominateur en 
prenant ce logarithme dans le logarithmique dont 

, la fous-tangente eft l'unité ; ces fortes de logarith- 
jnes font appelles hyperboliques (*). 

Avant de pafler plus loin, nous allons expofer 
les principes généraux* de la différenciation & de 
l'intégration des quantités logarithmiques jS: expo- 

i nentielles & de celles qui renferment des iînus; 
cofinus, &c. La lettre L dcJignera le logaHthme 
hyperbolique. 

24. Si l'on liippofe \j.y=Xy fa difFérentielle ferais 



Â y g» X ûy 

— ; puifque {2^ > — -, ou;i; =3 S. — , en faifant 

a= I; c^efl'à'dire que td différentielle du logarithme 
hyperbolique dun nombre y eft égale à la differentiellt 
de ce nombre divifée par le même nombre» 

dx 

Corollaire. Dônct/. L. *•=« — dXt. (b-i-x) 

X * 



d{'h'^x) dx 



in- AT 



S. 



dx 



b ^ X b'i-x 



L.(b'+'X)i 



( * ) On en verra la taifon dans la fuite de eet Ouvrage ^ \ 
(fca. î, n^. 7). 
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. = L^x. de mcme d.L, (a^x )ssz 



a '^ X 

I —I 

dx X = </ar X IX (a -Hx ) = ifx Xj 

0»+^) . Elevant (tf-+-jc)à la puiflTancè = — i ; 

par la formule du binôme de Newton ( voyez la 
premicre Partie de cet Ouvrage), Ton a dx X 



f I ——•+•—, •— &c, ) . à caufe de /» = — x*^ 

Jx xdx x^ d X x^ dx 

OU — ,- H- — — h &Ct 

&c, en prenant Tlntégralc de chaque terme. LorC* 
quex=:0, cette ferie ejl == o, mais alors oa 
doit avoir L. a ; donc il faut ajouter L, ^ à cette 
ferie, aînfi qu*on pourra lé comprendre quand 
nous aurons parlé dans la fuite de cet Ouvrage 
de la confiante qu'on doit ajouter aux intégrales. 

La diiFérentielle dé ^4 — jf eft = =: 

I X 

w- dx. ( I— a:)""'= — dx — xdx-^x^dxdcc^ 
& S. =5 — jir — x^^^x^ &c. de forte que le 

I X 

logarithme hyperbolique de la quantité i — x plus 
petite que l'unité eft négatif; par exemple en fup- 
pofant x = Me logarithme de i — ^ :t ou de j fera 
négatif; ainh en fuppofant AB= i ( fig. 14), le 
logarithme de /g< i fera =^ A. Or A g' eft une 
abfcifre négative , étant prife vers la gauche au lieu 
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que les abfciflès AT, Ap font pofitives; donc 
d. L. (■ _ ) =<i L. C<«+ :r— i/. L» (tf — ;c) (#1 

</Af dx xadx 

^ TZZZ^ — ".. " C en rédulfàrik 



a^-^x a — X' aa — xx 



au mçme dénominateur )r=i2adxx(aa — xx )""»; 
Elevant a a — je a: à la puiflànce — i par la formula 

ordinaire ^'"x (i-h— — 4- : «l^ 

&c.\) , en fubftituant a a pour tf , — x"- pour ^ ^ xi 

pour /w^l'on aC</tf — x x)"^ =:a^^( i^ ^ , 



x^ x^ 



H r-H 5-+ &c.) C*) ; donc 2 ^ dx x 

fl^ CL ^ 



X* 



— — 4-&C0&S. = S. ^ S.-— L 

«"^ aa — XX a-^x a— « 

s=, L.( ) =:S.2C h z H 

a^^x a a^ 

+ &C. ) ==:2.C - 4- — _ + 1- 



+ &cO (B). Si Ton fuppofe — r-^ — =5^5 on aura 

* * Û X 

5= tf. LJZii^tf./enfaifant-7^1. ===/ Subf- 



(*) Parce que ( voyez les logarithmes dans la première paide 
ic cet Ouvrage ) le logarithme du (juotient fe trouve en retran- 
chant cehii du divifèur de celui du dividende. 

( ** ) Enfaifant attention que a* élevé à l'expofante — i , eft 
c= a "* %en multipliant i par — i. 
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jltuant cette valeur de x dans la formule B & ré* 
iduifant , il vient 2/4- -li H -— + ^ 



î S 7 

+ &c. C A ) logarithme hyperbolique 



de — -^ = ^; & parce que/= -7 eft une 

fraôion plus petite que lunité ,* en fuppofant 
• que b eft un nombre entier pofitif , il eft évident 

Î|ue la ferie A fera toujours convergente. Or cette 
erie eft éggile au double de la fomme des puif- 
. fanées impaires de /, en divifant chaque terme par 
Texpofantde/dans le même terme; donc on aura 
i^cilement le logarithme hyperbolique du nom- 
bre *. Si * == 10, on aura - . ~ ■ = /== — — ; pre- 

nant donc la valeur de la ferie A, en s'en tenant 
. à fix décimales , Ton a L. 10=2. 302 J 8 j que nous 
ferons =:N« 

, Re M AR QU É. Quoique la valeur de x dépende 
, ide celle de tf , néanmoins la valeur de L. ( tlÏLl. ) ne 

dépend |>oint de a , maïs feulement de ^, ce qui 

mérite d être remarqué. 

Remarque 2. Le logarithme de 10 dans les 
.tables eft =3 I ; donc (-23 ) le logarithme hyptrbo^ 

//^«e ^«/o, ou N eft au logarithme tabulaire i du 
, inêmç nombre , comme la fous - tangente i de la 

logarithmique hyperbolique C) eft la fous-tangentô 

M^e la logarithmique tabulaire ( ^'^ ) ; ou N : i : : 



P Ceft celle dont la fous-tangente i. 
(**) C'eil: celle fur laquelle on peut con 



concevoir qu'on a conC- 
truie les cables ordinaires. 
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»————■ Il ■ ■ la 

N 2. 301585 ^j-i ^T 

â peu près en réduifant — en fraôîon décîmalej 

Corollaire. Donc en fiippofant = Ate 
' logarithme tabulaire du nombre Ê ^ iOn aura le lo- 
garithme hyperbolique du même nombre, en fâi- 
fant (25 ) M fouS'tangente de la' logarithmique dés 
tables eft à I fous • tangente de la logarithmique 
hyperbolique , comme A logarithme tabulaire de B 
eft à H logarithme hyperbolique de B^ ou M : i :: 

A Y * 

A: H= — =AN, parce que M=±s — ; doîlc 

A= ~j =5HM; c^-à-dirt que U logarithme hy^ 

pcrboliquc d'un nombre efl égal au logarithme tabulaire 
du même nombre multiplié par N , & le logarithme 
tabulaire efl égal ou logarithme hypèrboUqtie multiplié 
par M. Nous appellerons modules les nombres N 
& M. Lé premier fera le module des logarithmes 
hyperboliques, & le fécond celui des logarithmes 
tabulaires. On voit maintenant comment par le 
moyen du logarithme tabulaire d'un nombre on 
peut déterminer Ion logarithme hyperbolique Se 
réciproquement. • 

Remarque. En fuppofant = e le nombre dont 
' le logarithme hyperbolique = i. Ton aura L. e =i , 
. & ^=2.7182818 (première partie courb. alg. 47^. 

d.L.( ) =:^. L.tf— - d.Ij. (a^x)s^Q 

►— — ( à caufe de la confiante a dont la 



différentielle =; o) == ; donc S. — . 
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L. — ^ , & S. — = * S, 

^. /. — — — • de même S. — —- =: — ■ S% 

— <fx I • a a -^dx , 
■ sss — -.• i^,— — - 5 ^, JLi. ■ = 9 

fl4-jc ^ Û-+-JC a — X a — x 

d X a 

a — x a — x 

ixdx ^ o * mxdx t • i x 

>& S. -7- =zmL.(aa'+'Xx)i 



ad'-hxx tftf-hx* 



d'+'X 



&S. -î^-|=/72. L.(tf + x)=L.(ii-hJp)'"; 



7 X — - — ,&S. ^ ==:iL. C^+a;) 



Corollaire. Z?a/2c on trouvera P intégrale JPunt 

d X 
'iiffcrentielU toute^ les fois que cette dïffc* 

o ^T" X 

renticlU fera dicompofablt en deux parties , telles que 
U dividende fera la différentielle du divifeur , & fin" 
iégralefera alors le logarithme hyperbolique du divifeur m, 

'^ Mais Ji cette différentielle fe trouve multipliée par une 
confiante quelconque entière ou fractionnaire , il fuf 

>Jixa de prendre t intégrale comme s^il ny avoit aucun 



(*) Car le lo^rithme d'une puiflance d*un nombre efl égal 
au prodoit de l'expofam de la puiffance par le logarithme dtt 
«oaibrc ( voyez la première partie de cet Ouvrage ). 

multiplicateur^ 
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multiplicattur confiant ^ & de multiplier cHfttiu cette in^^ 

tégralepar le multiplicateur confiant. Ainfi S, étant 

h dx 

:=L*(i+jc);S. feras=i.x L,(i4-jf);& 

^ <fx ^ 1 -, dx I -r ^ 

S. -7-7 r- iera= -7-* S- — — = -- L.(iH-;i:), en 

^(iH-x) b i^x b 

prenant rfabord Tintégrale de , & multi-^ 



tîpliant cette intégrale par b ,dans le premier cas,' 
& par ~ 5 dans |p fécond cas. <i L. ( tf + jc'" ) =5S 

\mx'^''^dx ^ ^ bmx^^'^'^dx , ^ mx^^^^dx 

,&b^ . t=ib.S. 



Af""""</Af mdx ^ 



^X.C<2+V").ronaauflî J.L.x'^=:m. 



_ mdx ^ dx _ — - T 

&S. =;w.S. =:;72.L,x=L.Ar^;^-L,jry 

W+- ) =L* AT-f-L. y =L.x y. On peut aufS 

différencier des puiflànces des logarithmes ou 
même les logarithmes des logarithmes. Pour diffé- 
lencier (L.xf , je fuppofe ç== (h.x)'^=^y"'^ en 
faifantL. :i;=!y, pour avoir di=^my"'''^dyiot 

d X 

j^ == L. :c ; donc dy = ; c*eft pourquoi en fubfti-: 

tuantla valeur de^ & de Jy^Ton zd^^^m (L. x)'^^ XI 



(*) Car par la première partie de ce: Ouvrage le logarithme 
Aw. produit des deuï nombies eft égal à la fomme des I ogarichmcn 
4e CCS nombres. 

Tome IIL C 
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X X 

Ton a { =a ar", ( L. *■ )** , on pourra différencier en 
confidérant d*abord le fadeur *-" comme varia- 
ble, & Tautre fadeur comme confiant ; pour con«- 
lîdérer enfuite le fécond fadeur comme variable, 
& le premier comme confiant, & Ton aura d[=i 



(L.AT r ^ A: + /n ;c""' (L. AT )'"-' ^jf = :ir"-' ^:*: X 

X C/2L.x + /n)) ===A:".(L;c)'".l||it{====L.CL.Ji:), 
L. ( L, :t ) marque le logarithme du logarithme de x, ' 

je fais L. x=y, &j'ai{ = L.j', </{;== ; or 

€? y = ; donc tf 7 = -— — & S — - — 

X XL.X, XLé.X 

s= L. L. a: = Li ( L. ;c). 

dx 

2j'.Puifque</X.ix= r yOmxJ.L.x=dx^ 

X 

cl*où Ton déduit ce théorème. La différentielle d x 
iPune quantité quelconque x ep, égale au produit de- 
cette quantité par la différentielle de/on logarithme. 

Corollaire. Donc la différentielle de y'" fera 

y'"^.L.y"=y'".f«.-:^=5 my""^' dy\ ce qu'on 

fait d'ailleurs. 

^ La différentielle de la quantité exponentielle â" C) 



(*) Les quantités exponcntielUs font celles qui ont des cxpo- 

fans variables , comme xy qjii ^ un expofant variable y , a* 

Îui a un expofant variable x qui lui-même a un expofant va^ 
lable £;• 
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•— «^ , ::: 

fera 3= tf*^,L. tf* = a'^.dxlj.a; pulfque le 
logarithme de «* eft = L. a* = 2 L. ^ , Ton aura 
aufli L. a* == x\j.a\ parce que d.L.à = o. 

Donc S. a'h.a.dx :s=s — ' =3 fl" ; on a 

LU a.dx 

auffî b. s. «*• \j.a.dxz=si — - — I rssiba". 

L. a. ^x ' 

Ha dififéremielle de x^ fera =: jc^^.L.:t/; or 
donc ^, (;c> ) =« jf^C <y L. AT +j^ ^). L'on a donc 

s= J j:^; de-là nous tirpns le théorème fuivant. 

3,6* Théorème. Zr<z diffinntielU ^ujÊÊbuantitc 
txponmtitlh fe trouva en multipliant atW^uantiti 
par la difirentitlU dtfon logarithme; & fintégralc 
eCune quantité quon pourra ditompoftr en dtuxfaC'» 
leurs dont tun foit la différentielle du Ingarithme de 
' Vautre , que cet autre faUeur foit multiplié ou nonparune 
confiante yfe trouvera en divifant la différentielle propo" 
jîe par la différentielle du logarithme de ce fécond faSeur. 
' Ainfî je vois que la difFérentielle de ^* eft 
s=: e" d. L. e" = e" d. ( xL, e ) =: e* d xL.c 
c= e'.dx, e étant le nombre dont le logarithme 
hyperbolique eft = i; c^eft-* à -dire, que l'ex- 
ponentielle particulière e" a pour diflFérentielle 
le produit de cette exponentielle même par la 
différentielle de fon expofant ; donc S. d x. e' 

= e'i S.dx.e"' =s S. 



d X. e' - « . __ ^ a.dx.e^" 



d X 



>a X 



aadx h»e «L»c a 

y *Ca 



, en fuppoi 
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fant 5= c le nombre dont le logarithme hyperbo- 
lique eft !• Dans ce dernier cas,*on a introduit 
le multiplicateur & le divifeur a , parce que la 

différentielle de a jc eft ^ dx. La différentielle de x^ 
cft=;c^'' d. \a.x>''—x^^d.(y^)h.x).Oxd.(,y^lj.xy 
VBzy"^ — fL + L.xy"^ (id{L.y'+- ^ "^ ); âona 

X jr 

X y 

« \ ^àx , T -r xlut^x.iy^ m 

& S. x^ y^{ h^î.L.;r.L.y4- — )=Ar>\ 

Remarque. Si Ton avoit l'équation jf *= i , on 
trouveroit L. :«:** ou ^ L. a; =:L. <2. Et réciproquement, 
on poutfbit repailer de cette équation logarithmique 
à l'équSron exponentielle a:*» a. Cette dernière 
opération s'appelle repayer des logarithmes aux nont'» 
bres. Si on a Téquation L.y=2x:=xL.e, c étant 
le nombre dont le logarithme hyperbolique == i , 
on auraj^=<*, qui eft Téquation d'une logarithmique, 

d y ^ 

dans laquelle — =s:dx, &c h.y = ;r L. e = jp. 

27. Pour différencier une quantité telle que 
yf/2. AT bu finus de l'arc :i;, il faut concevoir que 
cet arc devient x -+- dx , &• alors /in. (x -^dx) 
"^ Jin x^^ la différentielle de Jin. x. Or , félon 
ce que nous avons dit (Géom. i^6)Jin.{x^dx)_ 
^=-fini X. cof. dx -^fin. dx. cof. x ^ en fuppofant 
le rayon = i. Mais le lînus d'un arc infiniment 
petit ^ :«• eft cenfé égal à cet arc , & fon cofinus eft 
cenfé égal au rayon que je fuppofe = i ; donc 
fin. d x-szzdx^ &Lcof.d x^=il\ donc fin. (xfh'dx) 
^-^fin. xz=zdx X cof.x\ ceft-à-dire, cfue la dife-» 
remielU dufiniis étun angle ou £un arccJligaU à la 
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diffdrcnticlU de Vunglc ou de Parc par U cùfinus dt cit 
angle pu de ut arc : nousfuppofons que U rayon de F arc 
que mefurt ctt angU é/î = l. 

La différentielle de cof. it eft == cof.{x '^d x } 
— cof. jc. Or félon ce qu*on a dit dans la Géométrie 
cof. (X'^dx'):i= cof. X cof dx — fin.x. fin. dx =5 
cop. X — fin. xdXfk caufe de cof. dx=:i^ & de fin. dx 
= dx; donc d cof a:= — dx fin. x ; c*eft-a-dire, 
que la AlffirentitlU du cojinus d'un arc dont U rayon 
== I e(i égale au produit de la différentielle de ctt arc 
Çprife avec unfigne contraire) par lefinu^de ce même arc. 

Corollaire. Donc S. d x. cof. x^s=^ fin.x ; 
^.-^dx^fin^ x:=:.cqf. X id..{cof ^x) =-^j'^jt:x 
fin. y ;c , & S. — 5* dx.fin^ y jc= cof. y jc , parce que 
la différentielle de lare x étant dx ^ celle de Tare 
S X fera S dx \ de même ( m étant un nombre 
confiant) d^ {cçf.mx.) =i -^mdxjin^mx y & , 
S. — m dx fi$i. m ;c =? cof. mx. Se par conféquent 
'+'S.mdxJin.mxsssS.'^-'l x ^^mdxjin.mx 
== — I X S, — mdxfin. m jc =s — ^ !• cofmx 
s= — cof m x\d. {fin .mx} z=z m d x cof m x^ &c 
S. mdx. cof. mx ^=zfin. m x\ S. — m d x cof m x 
s=^~y?/7. mx ; S.am dx cof. m x 7=.a fin. m x. 

Pour différencier le produit fin. x. cof^ { 5 J© 
fuppofey?/2. x^'=y & cof ^acxt ; donc dy=:z d x. 
cof. X y & dtsss — d^fin. ç. Or d {y t) = / dy 
. ^ydt ; donc en fubftituant les valeurs de^, dy^ 
t s d ï^ Ton a d. {fin. x cof 0z=.dx cof. x. cof. ç 
— ^{. fn. i. fin. Xy &L S. { d X cof x. cof {•■-^ 

d i fin. X ,fin^ O = A''* ^* ^^f* h 
. Pour .avoir la différence de {fin. x ).'" , je fai$ 
fin.XTrriyy & ]dildy=idx.cofx'y(Jin.xT=^y^^ 
d{fin.xy:s=id.{y'^)=imf"''dy~mifin.xr'' X 

d Xn f^of. x\ donc S» 4 mdx cof. x (Jin. x^ 



«r-i. 
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a {pn.xy\ S.dx cof. x.fin. at""-» = ^•^"' ""^ — ï 

Pour avoir la difFérentielle de ( co/ at)'", je fais 
(^cof.xyzs^y^^cof.x^=s=^j[\àovicdy=—dxfin.x^ 
6cd.(cof.x)'^:= my""'' dy=i — mdxfin.x x 
( cof. x)"^"^ ; àovizS.^'^fndxfin^x icoj.x)"'''^ 
t;^Ccof.x)\ 

Puifque ( voyez la Géométrie ) le cofînus cft 
au (înus d'un arc, comme le rayoji i eft à la taor- 
gente de cet arc , Ton aura la tangente t d'un arc jt, 

ou r. JK" = '- — . vSuppofant^/7, x =y, cof. :t = ;f , 

lonarfC — r — ; = ^. C — J = 1 

cof. X cof xd X'^fin. x, fin. xJx ( cef. x^'+fin. x'^) d^c 
{cof xY ^ {Çofxf . 

7 (*) ; donc la différentielle de /. x ou la dif-^ 



(cofx) 

férentielle de la tangente d'un au^ dont le rayon = i , 
ifl égale à la differentiefle de cet arc divifée par le 

quarre du cofinus du même arc ; donc S. - — r-rr == 
^ . ( cof xY 

dx 
tang. X , Scd. (t. x) = -- — ^~- , ou icof xy. d^t. x) 

(COj.X) 

:;^dx ^ & S. (cof x y. d(tx) = S. dx=:x. 

Si on vouloit avoir la difterentielle de la co- 
tangente d'un arc ^, on feroit attention que car., x 

col X col X 

—^ C") \ donc d C cot. x)=^d( —A— )= 

Jin. X Jm^x 



(*) Car ( fig. 15 ) il eft vifîble qu'àcaufc du triangîe redangle 
J P C , le quarré du rayon C 3 == i eft égal â la fomme des quar^ 
lés du cofînus C P & du finus P h , donc cette fomme e&ss l* 



(**) Car (Géom. 134) cot == -^ 
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^ ( — ),en faifant cof. x=:{, &^/2.Ar=y,ferà 

j,d^ —'^dy '^dx{fin,xy ^ d x [cof. xY 



y^ {fin, xY 
^_^ —dx x{{fin:x.Y+(cof.xY^ —dx 

""^ ÎM^^ Cfin,xY ^ 

caufe Cy&2. xy -+- (cof. xs^^ =: i ; Jonc la diffcrtn-' 
thtlc de la cotangenû J^un, àrc x efl égalé à la diffe-^ 
rentulh de eu arc , prife avec un Jigne contraire , & 
divifée par le quarré du fintis* du même arc ; donc 

c ^^ . c . ^* 

O, ,>^-^xT = COt. Xy b. 4- 7-r -= COt.Xl 

Uin.xY {fi^'XY 

(fin.xY (jî«-*) 

Pour avoir les difFerentielles de la iecante &^ç 
lacofécante de Tare x, je fais attention < iîg. i j > 
que les triangles femblàbles Cag^ C» p b donnent 
( en faifant Tare ^ r = x , & le rayon = i ) 
CP : Ci : :Ctf : Cg, ou cof, xi l :: l i fie. x 

r= -z — - . Les triangles Cms^ Cnb^ donnent 

cof, X ^ 

c n = i P :=z Jin. X : C m t: C à : C j, ou: 
^n. X t 1 :: i : cûfee. x =? -y ^^ • Suppofant 

cof.x = T^dy cof. x — ydxfin.x = ( à caufe 
de I quantité confiante ) ; donc dy cof. x =5 

I /, dxjin, X' 

y dx (in.xv=sL — - — y^dx fin.x & dy^=^7—i — :-» 

Donc la différentielle de la fécante d'un arc x ejt 
haie à la différentielle de cet arc multipliée par U. 



% 

I 
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* ' I ■ ..■■■.. ■ , ■ m , ^ 

Jinus & diviféc par le quarte du cofinus du même 
arc ; donc S. — - — -—^ — =5 b fec. x. Maïs tang. x 

{cof.xY ^ ^ 
fin. X I ^ j fin, X ' 
5= - V.- - 5 & —r — =A. x\ donc -^ -— 

CO/. X €0f. X '' (cof. x)* 

fes= tang, X. fec. x^ Sud. (fec. x)=i dx. tang. x x 
fec. jc, OM dy :=>dx. tang. x.y (en faifant yèc. x 

dy dy 

^y), ou dx = -L = ■ ^. . C^)^ 

"& S, i. ^ ^ Wffof. jc. yêc. AT = ^. fec. X. 

Puifque , comme nous venons de le voir, cofec.x ^=s 

, on aura d. ( - — )=id i,^n faifant coféc. x^ 



fin.x fin, X 

sr= 7 =e-- ;ce qui donne r. /?/2. jc = I .i/rx 

^ fin, X 

^.x^ldx.cof X sssO, d^fin. jc= — ij^dx X 

— ^ rf ;? co/ X — d. X. cof. X r I /• 

cof. x, ^7=» — -^ ï= — — — - — , en lubl- 

•^ ^ Jin.x ^ {Jin. x)"" 

tituant la valeur de :[. 

Donc la différentielle de la cofécante d*un arc x 
tfl égale au produit de la différentielle de cet arc (^prifh 
avec un figne contraire ) multipliée par le cojînus & 
divifée par h quarré dujinus du même arc. 

Corollaire. Donc S. — J — = icoféc. x. 

(Jin.xy -^ 

Le finus verfe F a de Tare ^ ^ étant égal à C a 
— C P == I — cof. a: , la différentielle de 
fn. V ^(t) f^^^ =^ ■+" dxfii. Xi & S. dxjin.x 

Il n eft pas difficile de voir commelht on trouve- 






I ' 



(*) Car le quarrë de la tangente eft égal au quarré de la (i- 
capte moins celui du r^yoQ, 
( t ) y expreiïîon y x défignc le finus verfe de l'arc x^ . 



'•■p 



— i - - n 

Calcul différentiel. 41 



roit les deuxièmes, troifiémes, &g. différences des 

lignes dont nous venons, de parler. Par exemple, 

la première différence de fin. \J x étant r=: ^ ^r x 

fin. AT, la féconde différence fera d dxfin. x^dx 

X dx cof.x=z ddx fin. Jc ■+- C dxy cof.x^ 

& S.(^ddxfin. x-^rdx"- cof. x)=^dx(în.x. 

Remarque. 'Comme on peut exprimer le fînus 

de ^ par Vi—(icof.x)\iccof.x par VT^JÎZxy^ 
En fuppofant le rayon = i , il eft vifible qu'eu 
întroduifant ces valeurs de//2. a?, & de cofi x 
dans les formules ci-deffus, on aura des formules 
différentes, * 

Pour intégrer dxfin.mx.cof,nx,on changeroît , fe- 
Ion ce qui a été die (Géom. 170) cette expreflîon en ceUe- 

^'^i^){*)\:^dx (fin.{mx^nx)-^fin.{mx—^nx)\ 

— j. — -— . -f, y _, — , » 



tn~t~n nt~-^n 



qui a pour intégrale — ^. iî^L^"t^ 

comme on peut le vérifier en différenciant. Pour intégrer 
d xfin. m X. cof. n x.Jin, p. ^ , on convertiroit Jin, m x. cof. n x, 
fin. p X en Jînus de la fomme & de la différence des arcs m x 
nxypx. Suppofons que Jin. m x. cof, n x z=zjin,fx , nous 
aurons à'mtegiei^dx.Jin,fx. fin. px. Or y&lon ce qu'on a dit 

(Géom. 170 )fin.fx.fm. p x^ ^^f-if^-P^^ -con(fxj^j^} 

= T. -JEf X cof.(f-p) —i(^) X cof. (f 
-f- y ). AT 5 aiiîfî Ton aura d x» fin. f x.ftn. p x=:: ^dx x 
^T=7 Ttf^X j:^Xcof{f-hp)x, 



{*) L'on a dit ( voyez Géométrie 170 ) , cffiejin. a cof, i, 
l'é^uadon ■ P , en Êùfont a ?s ni ;v , i ss n X» 
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Jont Timégrak eft i* -^^ — ' i S ^ » /^T^ 

Si/a=:p= I ,ron didxfin.fx.fin.f x=dx. ^- 

que le cofinus d'un arc = o cft égal au rayon :±= t ; ^onc 
s. dx fin^fx. fin, p x , devient = S. 

* (in.lzx) « fin.x.cof.x 

s= — _ ^ =r — *— > ce ou il eft 

aifé de vérifier. 

Si Ton avok à intégrer tf Af (j?rt. x)^ s=:dxfin. x.(fin,xy, 

on réduiroit (jz/j, x )* = ji/i. A-jZ/i. x en i cof. (x — x) 
^^co/ (:v + x) = l — T co/. 1 a: ,& Ton aur<Mt-i.lJ^^ 




&: Timégration fera éicile. 

En général, m Se r étant des nombies entiers poiitife, 
on réduira toutes les formules de cette forme d x. {Jin. ^ )* ^ 
ou de celle-ci d x. (fin.axy. (cof. bx)'.{Jin. f xV 
«n finus ou cofinus de la fomme ou de la différence des 
arcs ax, bx ^p x. Il fulïît pour cela d'être au fait de ce 
que nous avons dit fur les fmus & cofmus dans notre Géo- 
métrie , & d'avoir bien compris ce que nous venons de dire 
ïùr cette matière. 

S. illîûJL = L.fm. X y puifque le dividende de cette fraétion 

eft la ditFéremieUe du divifeur , ce qui caraétérife ( x4) ladifféren- 

tielle d'un logarithme. De même S. f~^ = L- co/. x ;. 

5^ ^* — sL. lang.Xy en faifani sutention que la 

( cof. a: )* /«»J. X. 

différentielle . t* ,, de la. ttmgentc , eft divifée par 

k^of, x) 

MM dX 

cette même «ongente 5 de même -S. ^n^,^^-^ ^^t.x ^^ 
L. cot. X. La différentielle de fec. x étant , ainfi qu'on l'a dit 

À if (in m; . e> À X. (in. » 

«-''^«■«'' T^' '*'"/'"* ^^ Twn?7^ .-* 



■« 
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L.jec. jc y & parce (pie J.{coféc*x)=z — — ;: ; — , roa 

9 S, — ^^ — i;^—-=^L.c«/?c.;v, Revenons maintcnani 

aux feus-tangentes des coutbes. 

a8. Prorlkme* Trouver la fous -tangente de la 
courbe CMB(fig;i6) dont 1 équation eft (courbes 

méchaniqucs n^/^ ) ~ = a fin. — , ou^ = A X 

afin. X, enfaifant c= i O.Soit:[ Tare dont le finus 
eft Xyi :( fera^ssit, afin.x, tdi=i:=d(t.a.Jîn.x)^ 
Pour avoir la différentielle d un arc dont le unus r / 
eft == a; (fîg. ly) , ayant tiré ri perpendiculaire 
fur P*, le triangle redangle ôri ( on confidere 
Tare infiniment, petit ri comme une ligne droite ) 
ièra femblable au triangle C^P, parce que ces 
triangles ont leurs côtes perpendiculaires, ce qui 
les rend femblabies ; donc r b =d y(w faifant Tare 
ar=iy) : è i=if jif(on fait r/=; or ) ::C* = i: 

C>V=:cQr. y j donc dy= — rr— i cefi - a-dire j 

f «e ta deffèrtntklU £tai art efi égale- a celle de jon 
jSttus , divifee par U cojînus du même arc ; donc 

l{^h.a.fin.x)^dy^ ^^^^Zxx) C**^î^o°C''^ 
^dy.^Jlrfli,^^T^^l^yi^lI^ 



(*) Ceft-i-dire aue dans cettte* courbe les ordonnées font 




£nus eft AT. > ^ 1 /* 

,.(**}* é»ai le fiaus V ( i — ^^) «ft w cofinus. 
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a fin. x.y ( I — X x) d'où l on tire ( pour 
lafig.i6.)CA= i:FE:: PE: PT, 

' 29 Problème. Trouver lafous-tangcnu de la 
courbe C D N , dont V équation efi y =x*, ou h. y 
= -v. L. X {jig. ij ). De réquation L. j' =:jKrL. at , 
x)u I X lj.y=^xh. jc, l'on tire i : L. ^ :;x i L.j. 
Pour décrire cette courbe, ayant décrit une loga- 
rithmique B L, on prendra une Qtdonnée B A (fur 
cette logarithmique ) qu'on fuppofcra' = i C), en 
ikifant P M =x ; alors A P fera = L. À; ,.& prenant la 
Jigne A B pour axe , fi Ion fait A Q == P M , & qu'on 
tire Q R parallèle à BP jufqu à la rencontre de l'axe 
APdelaIogarithmiqueBL,onauraAR=^L.Ar; 
car les triangles femblables A B P , A Q R don- 
nent AB: AP::AQ = PM : AR, ou i : 
Ij.x : : X : A K ^=z X. L. :r =3= L. j. Menant donc 
Q N parallèle & ^gale à A R , le point N appartien- 
dra à la courbe cherchée ; on s'y prendra de même, 
pour trouver d'autres points de cette courbe^ Si 
on fuppofex-rzrio, ce qui arrive au point C 3 alors 
L.^=:o', & étant le logarithmique de i =AB, 
on aura A C = i == A B ; donc la courbe pafle 
pa»le point C» Si x = l , h. x i^sz o yL,y =0 &c 
y= Il donc l'appliquée B D au point B eft = i. 
'' Revenons à notre problème* I>e l'équation L,y 

d y" d X 

c= :ir L. AT , l'on tire = dx^ L. x -+-* ^. - — , 

ou dy:=zy\j. x. dx-^-ydx. Subftituant cette va- 

'y A X 

leur de ^y dans la formule — ; — , Ton a la fous-tan-' 
gente = - — ^— = (*"*)> c'eft-à-dire ^ 



(*/) C*eil-à-dire d'un pied , fi Ton veut , d'un pouce , &ç. - 
(**} Ceue ibu»-taftgeme doiîê;reprifc, non furTa^ç^Ç 
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que la fous- tangente eft troifiéme proportionnelle 
àAP + AB&AB, 



.30. Problème. Trouver la fous-tangtnu des fpU 
ràUs de tous Us genres^ dont t équation ( courb. tranfc, 6) 
tjl c"" y^ = f yf . fuppofons qui Kn (^fig. 18 ) puijfi. 
repréjenter ces fortes de cowr^w ; ayant tiré les rayons 
kifiniment proches CB, C/?, & décrit du point C 
comme centre , lare infiniment petit n m avec le 
rayon C/2 de la fpirale , & ayant de plus mené la 
tangente N T^ la lîghe C T perpendiculai re à B G 
fera la fous -tangente cherchée* 

En faifant l'arc A /? = ji: , le rayon C n de la 
feirale ^=zy^p ^•=.dx^^m i=idyi lesfedeurs 
(emblables B C/?;, mCn^ donnent \Zp = r : C « 

y d X 
^=y :: pB (dx) : nm:= •• Cela pofcj^ 

lare n m étant cenfé égal à une ligne droite in- 
finiment petite perpendiculaire fur NC =jr, les. 
triangles redangles N CT, N /2/» font cenfés fem- 

Y d X 

blables , & donnent N to ( dy) \ nm(^ }:; 

N C (y) :CT= . ; mais Téquationc* X 

rdy 

dXydx^=' • Subftituant cette valèut 

de dx dans Texpreffion de CT, Fon a CT=a 
=55 ( en multipliant le nu^ 

/2r».r;c"~» nV^ x"" r * 



•^■i"^ 



«le la logarithmique , mais fur Taxe P B ( des a: ) de la courtç 
propofëe j de forte cjuc 4a wnginite au poinc D eil = D / de 
Aon pas = P T« * < 
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n r'^ X* 
mxy 

n r 



mérateur & le dénominateur par je ) = 

(en fubftituant la valeur de c'y") == 

Si m = /z == I , comme dans la fpirale d'Archi- 
jnèdes , dans laquelle Ton a cy:=rx , la fous- 

langente fera s= , d*où Ton tire r:x :: yz 

CT. Siy=ry ce qui arrive au point A, alors 
X eft égal à la circonférence c du cercle gêné-, 
rateur, 8c CT =^ x = c ; donc on auroit géo- 
métriquement une ligne droite égale à la circon- 
férence du cercle , & par conféquent fa quadrature. 
Il on pôuvoit mener géométriquement une tan- 
gente au point A de la fpirale d*Arcliimède, Si m ' 

«sry, &/Î— 5,ronaCT=:--l^-L.,d'oùron 

f ire 3 r : j ^ : : j : C T j prenant donc une ligne 
quatrième proportionnelle au triple du rayon, au 
Quintuple de rabfcifïe circulaire jc & au rayon 
correfpondant de. la fpirale, ou aura la longueur de 
la fous-tangente. 

Si dans l'équation C" y^z=.f sd"^ on fuppofè n =» 

•— i&w=i,on aura a= , ou y :»? = c r; 

ex "^ 

Subftituant ces valeurs à^m^nic yx dans ■ • ' "^ ' 

nr 

Von a CT == — c; c eft-à-dire , que dans cette 
fpirale la fous-tangente eft confiante & égale à la 
circonférence du cercle géflératêur , ou à Tare c , 
fî c ne défigne qu'une partie de cette circonfé- 
rence. Le figne — ne changeant rien à la grandeur* 
de la fous - tangente — c , . on pourra faire quel- 
quefois dans la fuite cette fous-tangente = c 
Pour trouver la fous - tangente de la fpirale Ip^Om 
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rîthmique , je remarque que dans cette (pîrale , Tan* 
gle A C B ou Tare A B =: a; , étant le 'logarithme, 
du rayon correfpondant CN, Ton a (voyez les 

courbes tranfcendantes n^ 7) x:=n L. — =;ï, L y, 

dy 

en faifant c c= ij donc dx =72, — - , & C T. 



= .:-:- = ; d ou 1 on tire r in :: y i 

T dy T ^ 

CT, Si/z = I = r, C T fera === j^. Donc pour une 
autre ordonnée [ , Ton aura la fous - tangente 

= — — ; donc ces deux fous - tangentes feront 

entr'elles , comme les rayons j^ & { , & les deu< 
triangles redangles formés par les tangentes, fous? 
tangentes & rayons correfpondahs , ay^t le$ 
cotés qui comprennent Fangle droit ( favoir le* 
fous - tangentes & les rayons ) proportionnels fe- 
ront femblables , & par cpnféquent les aigles qua 
fbrmenrt les rayons avec les tangentes ( ou , ce qui 
revient au même , avec la courbe ) font égau<. 
entr'eux ; ce qui s'accorde avec ce qu on a dit dans 
la première Partie , courbes tranfcendantes* C7). 
Kemarque. On trouvera toujours Ja valeur de 

y y d X 

la fous-tangente pour toutes les courbes, 

telles que les ordonnées partent d'ua point fixe, 
pourvu qu'on puiflè avoir une équation entre ces 
ordonnées jy, & les arcs.de cercle décrits d'un 
rayon = r ( qu'on pourra, C l'on veut, faire = i ), 
qui mefurent les angles que les ordonnées font avec 
une ligne donnée, ou avec l'ordonnée qui paflfe 
par le point d'où l'on commence à comjpter les 
abfciifes circulaires» 
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31. P ROBJ^ÊME. B M (fig. #5 ) étant fiippojci 
une courbe dont onpuiffe connaître la fous tangente ^ 
C Q pour un point quelconque M , trouver la fous-- 
tangente CT de la courbe b^ ^ en fuppofant quart 
connaît la relation entre les ordonnées MC = { , & 
Us ordonnées C N =j^. Du point C avec les rayons 
iScy, décrivez les arcs infiniment pêtks Mr, N5, 
tirez les autres lignes qu'on voit dans R figure, & 
:&ites CQ = /w, quantité qui eft cenfée connue. 
les triangles C Q M , mMr ayant les angles C & r 
droits, & les angles M 8c m égaux C*)^. font fem- 
blables. Donc CM:CQ::/nr:Mr, ou ii m :: 

rf 7 : M r = ■ ; mais les fedeurs fembla- 

blés C Mr, CN5 donnent CM: CN :: M r : 

XT '"^fxT mydi 
ri S'y ou i: y : : • 2 N 5 = :- — i — , 

^Maintenant les triangles femblables N/25, NCT; 

* 

donnent ns iNs :: N C : C T, ou ^y 2 — - — -:: 

y : CT= ^ . 

Si on fiippofe que Ion ait toujours MN =mn 
a=è, alors j^ =;f -+- ^ ; donc dy = d^ ôc CT 

e=: (**)> qu*on conftruira ainfi; par les 

f r 
points M & Q , ayant tiré la tangente M Q, on lui 

meneta par le point N la parallèle Ng^; tirant en- 
fuite g M, on mènera N ï parallèle à g: M , & la 



(*) Car ces angles différent infininacn: peu, à caufe des 
points M & m infiniment proches. 

d 2Ç 

(**) Car alors — = !• 

ligne 



« 
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fc— — ■!■ I . - M ■■■ Il I «Il ■ ■■ I. ., 

ligne CT fera* la fous-tangente cherchée; car les 
triangles femblables C M ^ , C P'g donnent C M 

(O ^ c? (^y *^ ^^ ^y^ ' ^^5^= • Le^ trian-^ 

gles femblables , CMg», CNT donnent C M: 

CgizCSzCT, ou z: ^::y:CT='l^. 

Si la ligne MB eft droite & qu'on faiïè tou- 
jours MN==tf^ = ^5 Ton aura la conchoïde de 
Nicômède ( voyez les courbes algébriques n^^ (Jp ), 

Si Ton fuppofe que Téquation de la courbe N B 
foit j^**= C a^'''^=:i'' a', en faifantM — « = r^ 
Ton aura Mj^""' dy s=:na^ (''''* d^, di=s^ 

— ::- —. Subftituant cette valeur de ds; dan$ 

a= — ^ . Si M = r & /2 == 2, Ton aura G T 

ni ^ 

= — ^ doù Ton tire a j : y ot : : j^ : CT; 

c eft-à-dire , que la fous-tangente eft alors quatriè- 
me proportionnelle -au double de l'ordonnée C M ^ 
au quintuple de la fous - tangente C ^ , & à 1 or- 
donnée CN, 

Applicatïon du calcul diffirenùd aux tangents , fouS'^ 
normales & normales y à la méthode de déterminer^ 
tangle de la courbe avec une ligne parallèle ausc 
abfciffis ou aux ordûnnées 1, ■ & aux afymptotes 

des courbes. 

• • 

32- Etant donnée la fous-tangente P:T (fig. i),; 
par le point T extrémité de la fous - tangente & 
Tçmt IIL D 
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le point m extrémité de l'ordonnée correfpondante, 
on mènera la ligne wT, qui fera évidemment la 
tangente cherchée ; car la pdfition d'une ligne 
droite ne dépend que de deux points ; il fufiit donc 
<ie déterminer la fous - tangente par la méthode 
précédente , ou par une autre méthode. Néan- 
moins pour déterminer la tangente par le calcul 
différentiel, je remarque que les triangles mnK, 
m PT étant femblables , Ion aKn : m n :: m¥: 
mT; maïs Kn=ciy, & ( m n y =: ( mKy <+• 
(nKy = (dxy ^{dyy (*); donc m n =x 

I» T = — V^ ( ^ ** + ^J'* ) 5 tangente cherchée 

que nous ferons = t. Si l'on fubftitue dans cette 
formule la valeur de dx^^ tirée de I équation 
de la courbe^ Ton aura la valeur de la tangente 
cherchée. 
Dans la parabole dont l'équation eft^*==p, x , Toa- 

Z2ydy=^pdx^dx:=i'^ > a ar^== ^ ■-; 

y^dx^-^y^dy^ ^ y^ d X"- 

donc 1 on aura ^*=- = v*+ — — * 

dy ^ ^ dy 

Subftituant maintenant la valeur de d x^ ^ que 



4^ 



4 



nous venons de trouver , il vient /* =îy 

' - 4P*** . r r A- 

ter /y AT -t- j — =/ x^^xxy enlubftituant 

la valeur de y^ ; donc t = \^ p x •+• 4 jc jc. 

Il fera cependant plus commode , ayant la va- 



f^) On(Inipore:^i(iq«o4'angle ^uefotiClet ordonnées avec tes 

âWciflcs/cft droit, . . - 
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leur de la fous-tangente que je fuppoferai =R; 
de faire r = v^ (R* ^y^ )(*),& Ton trouvera 
la même valeur de la tangente. Par exemple , la 
fous-tangente de la parabole étant = 2 jc , ainfî 
qu'on Ta dit ci-dèlTus , Ton a r = V^Ç^xx-i-yy ) 

= l/^.^xx'^i^px. 

Dans les paraboles des genres fupérieurs, lat 

lous-tangente eft = (lo) == *: 

n n 



en faifknt /w -f- 72 s= j; donc R* =3 — ~ 3 & / ss; 

j* je* 
f/' ( — j— + J^* ) , expreflîon dans laquelle on 

peut 3 (i Ton veut ^ fubftiiuer la valeur dey''. 

Dans la ipirale d'AtcUmède, la fous - tangente eft = -^-— 
(50); donc t* = KA'^ss — . Or dans cette 

r* r* 

T X f* ** 

(pirale cj^=:r X^ y ::::= ■■, ^ ^» =- _* — ; donc t* =3 

--!S IJÏ — , & f = V C * "^"^ * — )• Dans la fpiralc 

hyperbolique R = c ; donc r == V ^ * -i- J' * • Dans la 
fpirale logarithmique R = (50)= /ïj' , en fàifanc 

r = I ; donc r = \/ nnyy ^-y * = V 2.^ * > en fuppo- 
fant n = I. Dans la logarithmique la {bus -tangente eft 

= fl(ii)j donc.f = V aa-^y y. 



(*) f eft rhypothénufe d'un triangle reftangle , dont R ^y 
font les côtés. On voit bien que nous fuppofons que l'on a 
trouvé R , dans la fuppofidon que l'angle des co-ordpanécs eft 
droit» 

•Da 
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33. Problême, Trouver la formule générale 
de la fous '-normale PL (*) dans une cçurbe algé- 
brique (fig. I ). Les triangles mn R, P//2 L ayant 
leurs cotés perpendiculaires ( ** ) , font fembla- 
bles ; donc /7jK:»R ::/wP:-PL, o\x d xi 

dyxiyx PL= > Si dans cette valeur on 

•^ '^ . </* 

fubftitue la valeur de ^jt, ou celle de dy prife 

^ de l'équation à la courbe , Ton aura la fous-nor* 

mafe que nous appellerons u , exprimée en termes 

finis. 

Dans la parabole. Ton a^* =5 ax, 2 ydy=s. 

adx^ dy =i . Subftituant cette valeur 

dans u = — ; , 1 on aura u = =» — ; 

cf eft - à - dire , que dans la parabole la fous- 
normale eft confiante & égale a la moitié du pa- 
ramétre. 

Dans les paraboles des genres fupérieurs , Ion 

a fio) dx:=z ^ ^-^ :!-.. Subftituant 

cette valeur dans u^ou^ ce qui revient au même , 
divifant y dy par cette quantité , il vient n =: 

-^ -r ^ ■ . = ; r XT" (cnmul- 

tipliant tout", x*eft-à-dire , le • 
le dénominateur par x y) z=i 



••fil 



numérateur & 



(« ■+-/fi)arj»'*"» 



( * ) La -^^ " normale eft la partie de Taxe comprife entre 
fordonnée r m , & la rencontre de, la normale ou perpendicu- 
laire 772 L à la tangente. 

(**J On fùppofe Tangle dés ordonnées droit. 



- ■ i » 
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(en fubftituant la vafeur de a* :ç*)k= — "^ ,; 
Si /i = m = I , comme dans la parabole vulgafte,' 

,, j^^ ax a ^ • 

1 on a M = .=i = — , a eft le paramê-. 

ZX Z X z ^ 

tre. Si/2 = 7&w=3ytt fera = ■ . ^"^ p. j d'où 

lO JC 

Ton tire lO x l'y y i: y i u. 

Dans les courbes dans lefquellés y'" Ar^sTsa"** 
= I (*) , en fai&nt a = i , ou y 



•^ M. ^ 



OU y = X « =a:'' ( en fâifant : — = r) loa 

a dy =^rx'"'^ dx'j fubftituant cette valeur de 
<y dans — , il vient u ^==^ry x^' ' — ^ 

dx X ^ 

-(àcaiifedej'=r^'').Si/72=br2 &;z=:io; 



''•xr 



^yy 



I on a r = — 5* & z^-=: ^1:1—, Ainfi dans 

cçs courbes la fous -normale PL étant négative 
( fig.2 ) doit être prife en allant vers L'origine A des 
abfciflès. 

Dans rellîpfe, en comptaut les abfciflès depufs 
le centre,! ona^*= x(aa — xx)^2ydy^=x 

zhhxd\x — bbxdx _ \ydyi 

— ^ dy=i — , u ^ 



a CL ^ jK a a dx 

— • •• ■ ■ — --— ^ — _ .....■_ — [ -1 

(*) Toutes les courbes dans lefquellés le produû d'une pui(^ 
fance pofîdve de l'ordonnée , pir une puifTance pofitive de 
r^biciiièy ell égal aune qitandié conitance^ font appellées. 
hypecbolest 



s 
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C )• Dans le cercle i s= a y 8c 

aa 
»»= — a:; c*eft-à-dire, que la fous -normale du 
cercle eft égale à rabfciflè comptée depuis le 
centre. 

Remarque. En appeliant la fous - tangente R , Ton a 
(par la propriété du triangle reélangle TmL) (fig. i) TP: 

y y 

m? :i m P : P L , ou R : j' : : ^ : li = ' ConnoîiTanr 

Jonc la fous-cangence , on aura facilement la fous -normale ^ 

de plus la formule — r — (èrvira également pour les courbe? 

dont les ordonnées partent d'un point : mais alors on prend la 
fous -normale CL (fig. 18) fur le prolongement de la fous- 
tansjente TC. 
. Dans la courbe dont l'équation cfl ^ 2= a: » (fig. 17) la 

fous-tangente R étant (19) = . , I on a (i= > 

d'oil Ton tire i :^^ ::x-f-L.jc:u,ou(à caufc de^ =r 
'* ' , ce qui donne ^* = x**) i:\flf**:: i-hL.jc:«. 
Dans la courbe dont l'équation dk^ = b. afin» x , la fous- 

tangente R efl {"i8)=a7^/ï.* V (i —^^)> " = 

* ; d'od Ton tire ^ {1 ^-^ x x i) h:: a Jin. x : 1/. 



y (1— **) 

Dans les fpirales de tous les genres , dans lefquelles la fous- 



i*) Le^gne -—indique qu'il faut prendre la fous-normaîe 
_ (fig. 4), en allant vers l'origine C des àbfcifTes , au lieu 
qu'en comptant les abfcifles depuis l'origine A du diamètre , on 
la prendroit en s'éloignanè de cette origine ; mais dans i'byper'^ 

bole, dont l'équation eikjf^ss 1 x (;v* — a*)^6ii 

a a 
hhx 

»ura u = ; donc alors il faudra prendra 1/ , en s*éIoî« 



»a 



gnam de l'origine des or. 
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tangente CT (fig. i8) cil ( jo) =-^!^Vrona~ 
s= — ^— =î • Si m s=a 3 & n i=s 7 , Ton a II : 



1 



m X y MX . ^ 



^^ , OU 3 %: 7r : :j^r m s=a C L. On troùvcroh la même 
chofe , fi au lieu de divifer^* par la fous-tangente eiprimép 

— - J t d À' 

en termes finis , Ton divifoit^par là fous - tangente « 

( ce qui- convient dans ce cas ) , pour avoir u = , d*od 

Ton tîreroit la même valeur $ mais lorfqu'oh a R en termes 

finis, il eft inutile d'employer le calcul différentiel, 

. Dans la fpirale hyperbolique , l'on a j(|o.) B ::=: c j doné 

tt = , ou c :^ : :^ : «• Dans la fpirale logariiLmi- 

ny ^y ' ' 

«uc (îo} R = : donc u = , ou n: r :: y : u». 

Si 

dans 
tangente. 

Remarque. La fous-taiigente des courbes algébriques qui 

y d X 

bnt leurs ordonnées parallèles , eft = , aiofi qu*oa 

À y 

Ta vu ci-deflus. Si on divifè^^ par ceue quantité > Ton aum 
jj s -i-:l- (*) , comme ci-defliis. ' 

d X \ 

-•''''.•» - • - — . ! 

34. Problème. Trouver texpreffÊn généraldi 
îçfe /tf normale dans une courbe algébrique dont lei 
ordonnées font perperidiculaires aux ahfcijjes, Lesj 
triangles femblablôs m « R, rw P L (fig* ï -) donnent 
mK: mn.ii mf : mh , bu dx: y^^dx^'+^dy^y 



/ 



li 72 = r= I , Ton a u ==^ j mais alors (jo) R =: y • donc 
[ans ce cas la fous - normale eft toujours égale a la (bu^ 



y 



\ t 



> / 



■i y tmL = -i- X >/■( </«^ -H </j' '^;. 



* '^^) Cette formule fiippofe que la courbe «û r^ortée i l'axer 



^ 
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Dans la parabole j<* =^ Xyxyiy » p dx ^ 
a y srs , ^v» =5 .i .a ■ ■ -II . ■.: donc /nJU 

II efl évident qu'ca appelfanr la. fons^normaîe u , Ton aura 

la normale M = V ( " ^ "KXJ^)» <^c qui eft général pour toates^ 

les courbes , & mêuie ceMe& dont les ordonnées parcem d^ux^ 

même point. 

'■-■■'•■'■ jr ■' 

Dans la fpiralc hyperbolique y Ton a (3 j) wssz — ^jdonc 

i*oA Ton^tire c:jri:y/{ 4jy*'4- c*) : M. ' 

Il eft évident qu'ayant la fous-no rmaîe P L. ( fig. première }^ 
il fuiEt de mener (par rextrémicé E de la fous -normale & 
rexcréniité m de l'ordonnée correlpond^ote }• la ligne m L , ^ui 
fera la normale de la courbe Am% 

Remarque i. La forjn*jb de -la (bus - nor- 
male —^ fuppofe que l'angle des ordonnées «ft 

croit. S*il étoit oblique, on ch'angeroit (courbes 
^Igçbriques y ) Téquation de la propofée en une 
autre , dans laquelle cet angle feroit droit , & Ton 
iuroit enfuite facilement la foùs-normale. 

* Remarque II. Nous n'avons appliqué la formule 
de la fous-tangente 4u aux courbes dont ona Féqua^ 
tion en termes finis, pour faire voir fon ufage dans 
les courbes dont f équation renferme des différentielk 
Jes, foit propofé <le trouver la fous-tangçqte dç la 



- 1* 



ymiffi 
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courbé dont l'équàtidn eft </*=II^l^ï^^^lfl-^(*); 
donc r— = — l/'Caa — y y). Mais la fous- 

tansrente eft = ; donc dans cette courbe; 

la fous-tangentp = — V^( tf ^-^^y y)* Maintenant v 

Î>arce que le quarré de la tangente eft égal à la 
bmine des quarrés de l'ordonnée & de la fous- 
tangente , & que le quarré de la fous - tangente 
eft ;= a a "^yy C*^)? I*on a le quarré de la 
tangente 3= jr^ -+- tftf — y y t=:aay & la tan- 
gente =: a ; donc dans cette courbe la tangente 
eft conftante. 

Suppofons une autre courbe dont l'équation foit 
X ay dx^=:dy (aa — yy) , dont on demande la 

fous - tangente. Donc — = ; , 

•^ 

if où Ton tire 2 a: a -+• jr : 2 a — y : R fous-tangente 

cherchée. 

Soit réquation de la courbe 3 x dy =sd x yc 

f ^/^. ^ ) dont on demande la fous-normale //; 
L*on aura donc -- — = — ; ainfî qx:a 

d X . IX ' ^ 

*4-« a; : : ^ — xiu. 

3 y. ]P R o B L ê M E. Trouver Vtxprejjîon de U 
liinc A T comprifc entre torigine A des abfcif^ 
fts 6f Ia rencontre de la tangente (^ figé / '). Si 



(*) Nous appellerons cette courbe traâlrîce , nous en donne- 
rol^ la cpnftruâion daos'la (ùice de cet Ouvrage. 

(*f ) Op met a a — ^^ a» !»«" de — f a d — ^^ ) , parce 
que jie fjpmé à'waio ^uaacité fké^ûyG'^.h e&mS^b*. 
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de P T Ton retranche A P , Ton aura AT 
= — jT =s ^ ; , Pour avoir 

^ dy dy 

rexpreffion de A B, on fera P/n: PT::.AT: 

jfix ydx — xdyydx — xdy 

AB,ou-:i- xyxi , ^ — 

dy dy dx 

5=AB. 

36. P R o B L E M E. €iane donnée une courbe A m 
( dans laquelle r angle des co-ordonnées ejl droit ) ^ 
trouver le point auquel cette courbe fait un angle donné 
avec une ligne parallèle aux abfcijjes ou aux or^» 
données (fig. 1 ). L'angle nmK cO: l4ingle que 
fait la ligne m R parallèle aux abfcifles avec la 
courbe ou avec la tangente à là courbe au point 
m^ic l'angle mn R eft 1 angle que fait la courbe 
avec 1 ordonnée correfpondante p n. Or le triant 
glè reftangle mnK donne C Voyez la Géoniétrie } 
m "R: nK ::r ( rayon ) : tangente de l'angle nmlX 
p=i T , ou en faifant r = i , dx i dy :: i ; T 

d y ' 

t= .Le même triangle donne dyi dx 11 1 t 

d X 

d X 

t == , tangente de l'angle R /s m. Il fuffit donc 

d'égaler ces formules à la tangente de l'angle donné, 
pour en déduire ehfuite, par le moyen de réquation 
de la courbe , la valeur de l'ordonnée ou derabfciQè 
correfpondante. 

Si l'on demande , par exemple , à quel pointtle 
la parabole Tangle que forme la courbe avec une 
ligne parallèle à Taxe eft de-j^y*. Comme la tan- 

dy 

gente de \f eft égale au rayon = i , l'on a 

dx 

= \ ^ dy c=z dx.Qit par lai nature de la para^ 
bole, j^y 7=:px , 2y dy r==i p dxi & parce qpe 
par la nature du problême dy doit ètiQ:=t.dx^ Tctf 
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coiiiques 8 ) Tordonnée qui pafle par le foyer eft 
égale au demi- paramètre ; donc dans toutes les pa- 
raboles , Tangle de la courbe avec une ligne pa- 
rallèle à Taxe , eft de 4.^^ au point correfpondant 
au foyer. 

Si l'on demande à quel point la tangente de Tangle 

de la courbe ic de l'ordonnée fera égale au ckmi- 
rayon = ^ dans la même parabole. L'on aura 

Jy 

= 7, 2 ^JT == dy. Or par la nature de la para- 
bole y y ^= p X j 2ydy z= p d x. Subftituant 

dans cette équation la valeur 2 dx de dy^ l'on 

p 
trouvera ^ydx :=z p dx^ ^y =i p^ y t=, —, 

Subftituant cette valeur de y dans l'équation y y 

pp P 
5= px^ Ton a ^=,px ^ s^ x ; donc cela 

arrivera au point corre(pondant à une abfciflè égale 
à la feiziéme partie du paramètre. ^ 

Sil'on demande à quel point de l'hyperbole equî- 
latère la tangente de l'angle de la courbe avec 
l'ordonnée fera = i , i étant le rayon. Dans ce 

cas ■ — = I , rf;r = dy. L'équation à iTiyper* 

bole équilatère étant yy ^=i2ax -\- x x^ Ion a 
2 y dy z=z2adx'-^ 2x dxy OU C parce que par la 
nature du problème dx=idy) 2ydx^=:2adx 
^ 2 xdxy ouj^ = tf-Hx. Subftituant cette va- 
leur de y dans l'équation de la courbe , Ton a . 
(tf-f-jc)* =2 ax'^xx y ou a a '+'2ax-+-xx 
2a X'^ xxy oyx a a :=z 2ax -^ x x -— 2tfX 

xxTsszO^ce qui ne peut être } donc l'hyperbolo 
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équilatère ne fait nulle part un angle de 45* degrés 
avec une ligne parallèle à Faxe des ordonnées. 

Si Ton démande à quel point Tangle de fa 
courbe avec une ligne parallèle à Taxe des abf- 
ciffes fera de 45*® dans la courbe dont Téquation 

en Y Y z=z 2 a X -^ 2 x x ^ Ion aura — • 

= I, & par fa nature de la courbe 2y dy = 

'2 <%d X '•^^ ±x d x\ donc = — • 

^ • dx * 1^ 

5=I,2j'=2tf+4A', 4J^* = (2^ +4x)*, 

ou f en fubftituant la valeur à&yy) 4(2^7^ 

•4- :{ a: x) =;= ( 2 tf -h 4;t: )S o\i%ax -\-%x x 
a= 4tftf -V- I 6<t jc -f- 16 a;^;ou tranfpofant & 
réduifant, % x^ -+- %ax = — 4^^ , xx ^ a x 
^= — f tf tf ; & en complétant le premier membre , 



a a r r " 



. , 4 . ^ 

Prenant les racines , Ton a x •+- ^ ^ == ± î x 
y^( — rt û ) , quantité imaginaire , qui fait voir que 
la cqmrbe propofée ne peut faire nulle part un angle 
de 4j° avec une ligne parallèle aux abfcifles. 
Remarque. Si dx étoit fuppofè infiniment 

•plus petit que dy , la tangente* — feroit in; 

finiment petite , & alors lordonnéç feroit paral- 
lèle à la tangente au point cherché & fe con- 
fondroit avec elle , comme cela arrive a l'origine A 
de la parabole ( figure première ). Si au con- 
traire dy étoit infiniment plus petit que dx, la 

valeur de ^ — ^ feroit alors infiniment petite , la 

dx 

tangente de rângle de la courbe avec une lignQ 
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parallèle à Taxe des x , ou avec Taxe des jc feroît 
infiniment petite ; mais cet angle étant infiniment 
petit , cette tangenitç feroit cenfée ne rencontrer 
1 axe qu'à une diftance infinie ; la fous-tangente fe- 
roit cenfée infinie , & la tangente parallèle i Taxe 
des abfcifles : c'eft ce qui arrive en M extrémité du 
quart de cercle A M (fig, 4). A cette occafiop. 
Ton peut remarquer que tandis que Jy a quelque 
grandeur , la tangente rencontre quelque part 
Taxe P T des abfcifles , & que la fous-tangente r T. 
eft infinie lorfque langle T eft infiniment «petit. 
Mais parce que Ion conçoit que la tangente m T 
(il en eft de même de la fous - tangente ) n a pas 
diminué, lorfqu'elle eft entièrement devenue pa- 
rallèle à Taxe, on dit qu'elle eft alors in/înie; en effet 
lorfque cette tangente devient ainfi parallèle, 
dy devient de plus en plus petit , il devient même 

abfolument =e o. & la formule devient;=Oè 

Ainfi cette expreflîon indique que la tangente 

eft parallèle aux abfciffes ; mais Texpreffion , 

indique que la tangente eft parallèle aux ordon- 
nées. Néanmoins nous ne psétendons pas que 
Ton puiflè divifer quelque cnofe par le o pur; 
ainfi il faut entendre cela dans le fens que nou« 
venons de l'expliquer (*> 



!*) C'eft ce qu'on pourra concevoir plus facilement , en 
am attention que les deux ordonnées C M , p N font 
cenfëes n'avoir aucune différence, & aboutiflent toutes les 
deux à la ligne M D , avec laquelle l'arc MN eft cenfë k 
confondre. Pour marquer que dy eft infiniment plus petit 

£dx j ou réciproquement , nous exprimerons dj^ par o 
s le premier cas.^ ^ dx par ql dans le fécond cas.. 
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Si Ton demande dans quel point de la courbe» 
la tangente eft parallèle aux abfciflèsy il eft évident 
qu'on trouvera ce point en fuppofant dy.s=i o dans 

la fraâion — f^. Si au contraire Ton demande 

dx 

dans quel endroit la tangente eft parallèle aux or-^ 
données , il fuffira de faire la vale\ir de la frac- 

dx 

tion =0, ou ce qui revient au même • de 

fuppofer d X =0. Donc fi Ton fuppofe ■ 

ssi —-^ l'on aura une tangente parallèle* aux or- 

b 

données lorfqu'on aura le numérateur =o, & une 
tangente parallèle aux abfcifles , lorfque le dénomi- 
nateur fera = o. 

37, Problème. ^ quel point de la parabole la 
iangente eft parallèle aux ordonnées» Dans la para- 
bole, Yon zy^ =: pxj 2y dy rss: pdx^ 



dy 
. Si Ton fuppofe le numérateur ^y-r^Oi 



V 
Ion aura j^ = o; & fubftituant cette valeur dans 



léquation j^ys/;*:. Ion a o=/?jr, :i:=: , 

= o. Donc dans la parabole , la tangente efl pa- 
rallèle aux ordonnées à lorigine des abfciflès^ 
ou au point auquel :t:=o. Mais comme on ne peut 
pas fuppofer le dénominateur /?= o , il ny a au- 
cun point dans la parabole auquel la tangente foit 
parallèle aux abfciffes. 

Dans le cercle , Ton zy^ := 2ax — x Xy y 

y^(2ax'^xx), 2y dy=:2adx-^.2xdxp 



r V 
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ydy=i(^a—^x)dx^ ~ — ^ == ± =- 

V( X ax — xx) ^ 

a — X - • 

Si Ton fuppofe le numérateur = o, l'on a 
y^ (^2. ax — ^x)=o;& en élevant au 
quarté ^ 2ax — x^ = o , ou en changeant les 
fignes, x^ — 2 ax =, — o, ou en complétant 
le premier membre^ x^ — 2.ax '^aa =:o-t^tf* 
= a^i & en prenant les racines. Ion a x — a:=a 
-f- i/^aa= ± ^f x=^a ±a^ oux=r2tf, & 
jc ==: O. Donc la tangente du cercle eft parallèle 
aux ordonnées, aux extrémités du diamètre. Si 
Ton fuppofe le dénominateur = o, 1 on ^a^-^ x 
r=: o , d = jf ; donc la tangente du c^cle eft pa- 
rallèle aux abfcifles au point qui répond à Tabt 
cille xz=^a i c'eft-à-dire , au point qui répond au 
centre* Venons aux afymptotes (*), 

38. Unt afymptou eft une ligne droite qu'on peut 
regarder comme la tangente d'une courbe à une 
diftance infinie ; de forte que lorfque la diftance de 
Tafymptote à la courbe eft plus petite qu aucune 
quantité donnée , on peut la regarder comme nulle. 
Mais cela né fuffit point pour qu'une telle ligne 
ibit a/ymp tote, il féut encore qu on puiflè déterminer 
fa polition de manière que la diftance de cette ligne 
àroriginedelà courbe foit finie. Parmi lesafympto- 
tes , les unes font parallèles aux abfcifles , les autres 
aux ordonnées. Pour avoir une afymptote parallèle 
aux abfcifles, il eft néceflaire i**.qu en fuppofant x 

dx 

(^ofitif Ou négatiO infini dans la valeur de — ,ou 

f * ) Il s'agk ici des afyn^Roces redilignes , o» a parlé aflèx 
au long des afyoïpiotes courbes dans la pcemiç^e Farûe. 
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dans la raifon de dx : dy ^ dy^ foit £= o , ou C Ton 
veut infiniment plus petit que d x. 2^. Que y foit fini 
ou = 0. Si j^ = o , la ligne des x eft elle - même 
afymptote. Si y eft fini & === A ^ par exemple , 
la ligne parallèle à Taxe des x & éloignée de cet 
axe de la quantité bj fera afymptote. De même 
pour avoir une afymptote parallèle aux ordon- 
nées , il faut que dans la fuppdfition de ± j infini , 

la valeur de • foit = o, ou que dx foit 

fuppofé infiniment plus petit que dy, & que x 
dans cette fuppoCtion foit = 0,. ou fini. Sien 

fuppofant ± X infini , la valeur de — — eft 

finie , on connoîtra l'angle que fornîe rafymp- 
tote avec Taxe des r ; mais pour que la ligne ainfî 
déterminée foit afymptote, il faut que la partie 
de Taxe ( prolongé s*il le faut ) comprife entre 
Torigine des ;c, & la rencontre de Taxe par cette 
ligne , foit finie. Ceft pourquoi cherchant te fous- 
tangente d'un point infiniment éloigné , & de cette 
fous-tangente retranchant labfcifle , fi ce qui refte 
eft fini ou =t=:0, la ligne menée par ce point fous 
l'angle déterminé, fera Talymptote de la courbe. 

^ç.T^OBLÈJHE.Trouver/e^aJymptotes de la courbe 
mn { fig. 20) 9 ^ont V équation , en fuppofant Us 
abfcijfes AV z=z x ^ /es ordonnées ^n'=~y^ejly X'=k 

Ax^ab\ buj^ = tfH — '- — -r . En fuppofant x 

ah . " ' 
p= 00, le terme . difparoît devant a , & l'on 

^y ==za. Mais en difFéreftiaht l'équation de la 
courbe, Qr\ttQ\x\Q ydx-^xxtytszadx^ onydx 

.«— a dx 
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■•-û dx ^sz'-^xdyi — -— - =? » Si Ton 

fuppofe dy =z o ^ Ton a , aînfi qu on la vu ci- 
deflus ,unè tangente parallèle aux abfcifles jmais en 
faifant le dénominateur y — a = o , Ton 3.y:=a. 
Donc prenant AD = ^ , & par le point D me- 
nant D F parallèle à A B^ la ligne D F fera afymp- 
tote de 4a courbe. Si l'on fuppofe y =00 ^ dans 

cette fuppofîtion Téquation y =s= ^ -f- ne 

X 

peut avoir lieu gu^en fuppofant jc = à > & 
alors le terme a difparoît devant ,*quieft 

• . • * dx 

lAfiniment grand. Maïs fi dans la formule 



X 



j on iuppofé le numérateur = o ; 

Ion a — r :c = , & X'=i o . Ainfi nous avons une 
tangente parallèle aux ordonnées, & qui palfe 
par le point correfoondant à a? = o; donc fi par le 
point A , origine çfes :c , on tire la ligne A C pa- 
rallèle aux ordonnées, cette lig.n^ fera encore 
diymptôte, 

40. Problème. Trouver les ajymptotes de Vhy'- 
ptrboU dont V équation , tn fuppofant U premier axe 

^=za& le paramétre de cet axe =:pyeji y^ ==s — X 
(^axf'+xx) puy^=: — xx ^ en fuppofant xz=^<x>(^% 
L*on a donc v = —, — x, ï y = — — * J»5 



{*) Dans cette fuppofition, a A^ifparoîc par rapport XxXn 
Tome m. - E 
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que l'on ne peut fuppofer ni tf ni ^ = o , la 
courbe na aucune alymptote parallèle aux or- 
données ou aux abfciliès ; mai^ la ligne qui fait 

avec îaxe un angle dont la tangente — J^~ 
eft S-: _X2-. , eft cenfée. tangente de la c*ourbe à . 

une diftance infinie. Pour découvrir fi cette ligne 
eft afymptôte, je cherche la fous-tangente de rhy- 

* û. X I ' X X 

perbole, que l'on trouve (lO) = — r— r]^ — î 

Q. X \ X X 

d'où retranchant a: , il vient - 




5=:TA( fig.2i) qui, dansla fuppoCtîondeArinfinî, 

devient ==-^-^^ — \a\ donc la ligne cherchée 

paflè par le point C, milieu de l'axe. Pour déter- 
miner un aut|^. point B de cette ligne CB, je 
remarque que le triangle CAB étant redangle. 
Ton a le coCnus de Tangle C \Jin. C : : C A = -—-: 

AB, ou parce que ^^^ ^ = tang.^ ^^ 

jOr en fiippofant le fécond axe = ^ , on aiiroit le para- 
métre du premier, en faifant (Voyez les Seâions 
coniques) a:b i: b : p p ou^^#=iï/, i =^}/^ap 

b 

&• — ' =s= \ y^ap ; donc en n^enant par le point A 
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la ligne A B perpendiculaire au premier a^lfe , & 
(ai(ant cette ligne égale à la moitié du fécond axe, 
tirant enfuîte par les pomts C&B la ligne CB, 
cette Mgne fera afymgfotede Thyperbole» 

• 

41 • PitOBLÈME. Déterminer* les afymptotes de la courbe 
ûont l'équation ejl xy'^ -hj^x;* = fx* -|-i*. Cher- 
chant la valeur de^ en x ^ je trouve^* -f- xy^ z=z h x 

h^ ^ , . *» 

— ^ Complétant le premier membre , fai^* -f- xy-^ 

X . ^ 

h b X '^ — i 1 <l*oil je lire aifëment , en pre- 

4 X ^ 

»ant les racines & tranlpofant,^= — -^ — H ^ (- * 



* 4 



^- 5 ^ -H ) . Donc dans la fùppofition de x infini, 

* • 

les deux valeurs de^ feront^ = J, &^=: — x (*}. Dif- 



(*) En prenant la racine de la quantité fous le figne, le 

premier terme lera .. Si Ton divife le fécond terme par le 

doubk du premier, félon la méthode ordinaire, c'eft-à-dire fi Ton 
divife 3 ;f par X , Ton a le fécond terme b .de la racine. Multi- 
pliant b p^t X Se ajoutant le quarré de b pour le retrancher 
auilî bien que i6 a? de la ^antité qui efi: fous le figne il 

refte — — -^ bb. Continuant l'opération , on trouve des 

* qualités infiniment.plus petites que b ; ainfî on peut les né- 
gliger. On peut auffi concevoir cela de cette autre manière. 

A caufe de A? s= 00 , le terme difparoît devant les 

autres, & ajoutant 3 3 , ce qjji eft permis dans ce cas, car 
une quantité finie ajoutéç à une quantité infinie n'efl pas 

cénfée augmenter la racine de Celle - ci , Ton aura 
*f-i*-f-ii, dont la 2^cjn& eil - ^ « 4-3. 

E ij 



X X 
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fêrenciftit maintenant l'équation propAëe & tranfpofiuir ,' 
il vient z xyd^'^x^ dyz=iz b xdx^y^^ dx-^zj^ xdx^ 
CM dx : dy : : z xjr *-^ x x i \lx '■^ y y — 2 ^ :v. 
Suppofant X infini , & prenant la première valeur .d^ > on 
trouve dx\ iy \\ xx\ '•^hhx :^» : •— ^^, c*cft-à-dire ,* 
comme une quantité infinie à une quantité finie ; donc puif^ 
qu'on peut regarder h h comme o par rapport k :l x y l'on 
peut fiippofer dy =: o'y donc on a a Tinlini , une tangente 
jfarallèie à la liigne des abfcîflês. C'ell pourquoi , fi ayant pris 
AF( fig. 11 ) pour la ligne des abfcifïês , & ayant fuppofé 
A B = ô , on fait le quarré AB C D , la droite D C M fera 
tangente de la courbe a l'infini , & fera une afymptote. Si l'on 
prend la féconde valeur dc^ , l'on aura d x : dy : : 1 : — i , 
c'efl-a-dire que dy fera = — ^ a: j donc ayant fîippofe B G 
£= ^ = A D , on mènera A G ( Ton mené B G du côté op- 
pofé à caffe du figne -— ) ^ & la tangente d'un point infini-^ 
ment éloigné fera parallèle à AG..rour favoir fi cette pa- 

y d K ■ 

nllele cil une afymptote , je cherche la fous-tangente — j— • » 

• 

qui dans ce cas efl'=— 7 — ' ■— — . d*oii retranchant x, 

•I . 3 «jy 4- 3 J>«* — - ^** • f t r r 

il Vient ~ ^ — ■ , qui, dans la luppou- 

don de X infini Se dey 2= — jf j devient r= — i i ; c'efk 
pourquoi prenant A F s=s 2 i , fi par le point F on mené F R 
parallèle a A G , Ton aura une afymptote dé la courbe. 
En fuppofant x = o ^ Ton trouvera y infini , Se la raifbn 
et d x: dy pourra être regardée comme plus petite qu'aucune 
quantité donnée. Donc *u par le point A on mené P Q pa- 
rallèle aux ordonnées , cette ligne fera afymptote de la 
courbe. Si on fuppofe -r- x infini , on trouvera par la 
même méthode que les lignes M D , RC prolongées du 
côté de N&de S,lontaafG afymptotes. 

42. Problème. Déterminer Jl la courbe dont Véquatîon 
e/î fl • " » jc » -H :tf * nrjK* ( n étant plus petite que m) a des 
afymptotes ou non. Ayant difFérgncié l'équation de la courbe^ 
Ton trouve d x : dy : : my^^^ *: na**";>f"""' 
-+- m jc * ~ * ; c'efl pourquoi puif qu'en fuppofant x infini , 
il vient^ r= ;f , Ton a en fubftituant la valeur âey Si divi- 
fant cnfuite les deux termes de la féconde raifon par :if " " % 
Ton a, dis-je, dx: dy : :œ*»-»: /ifl*""»-+-OTX»''»; 
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172 X •■ ~ » : (la quantité na'^^* s'évanouj^lant dans cette fuppo- 
fitioa ) : m :v " ■" " ; ainfi i jf = dy ôc x =JK. C'eft pourquoi ea 
fuppofarit que A B ( fig. 1 3 ) eft la ligpe des abfciflès dont A foie 
l'origine (*) , fi on mené B C parallèle aux ordonnées , ëc 
= AB, & qu'on tire AC , cette lime fera cenfôe tou- 
cher la courbe à Tinfinî. Pour favoir (1 cette ligne eil afymp- 
tote y je cherche la fous - tangeate ôc j'éh retranche ;(r , pour 



avoir-«. ^ 



Subftituant la valeur de ^^ prifè de l'équacion de la courbe, 
« réduuam , Ion ofbuve -^ -.Si»2-^n<i 

dans la fuppofîtion de x infini, cette formulera une valeur 
infinie , & la ligne interceptée entre l'origine des jc , & la. 
tangente efl infinie; donc la courbe n^a point d'afymptote^ 
Si m — n = 1 , dans la même fnppofîtion de x infini , la 

formule devient = • C'eft pourquoi ayant pris A 9 

4 
• s=: , & mené D P parallèle à A C , elle fera afymp- 

tote de la courbe. Si m — n 5>i , la formule ayant une valeur 
> infiniment petite , ou , fi Ton veut , étant = o , la ligne A C 
ellc-m^e fera afymptote de la courbe. Si m cft un nombre 
pair , à x fuppofé infini , répondront deux valeurs égales. 
de^, l'une pofitive , l'autre négative. Il eft donc ^videur 
que de l'autre côté de l'abfciflè A B , il y aura une autre 
afympcote qui fera le même angle avec l'axe des x* Cette 
dernière afymptote n'aura pas lieu , /î 712 eft un nombre im- 
pair. Si ott fuppofè — X infini , on prouvera p» tin raifon* 
nement femblablo». que les lignes D P , A M prolongées du 
cote de Q-& de N , font afymptotes de la courbe. 



mmmmmÊmmm^iÊm^ 



{ * ) Dans cet exemple , on prend les x pofitifs du côté 
gauche, ce qui eft très - pejrmîi. 



Ê5 
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Des afymptous des courbes dont Us ordonnées panent 
£un point, qiioru appelle foyer. 

4) .Si d X étant un arc infiniment petit ( m n ) , décrit avec 
le rayon ou rôrdonnée^ = C m (ng. z4 ) ,laraî{bn dcdx : 
dy =s Bn eft infinie, ouf ce qui revient au même, fi la 
raifon de dy^ : Jx e& plus pecit# qu'aucune quantité don- 
née , ce qui ar|[ivc en f ; il eft évident que la tangente 
de la courbe (èra alors parallèle a la fous-tangente de la même 
courbe , ou , ce qui revient ati même , fera perpendiculaire 

- a l'ordonnée cog'e(pondantQ y & que la courbe efl touchée 
dans ce point par un cercle dont le rayon ==^. Ceft pour- 
ouoi pour prouver les points dans le(quels I^ (bus.- tangente 

•fait un angle droit avec l'ordonnée , il fuffit de faire ^=o j 
par cette luppofition , on déterminera la val.'ur de l'ordon- 
née^ , â laquelle la tangente eft perpendiculaire. Par exem- 
ple , fi l'équation d'une courbe rapportée au foyer eft 

d X :=: . , , : faîtes dy = o . âc vous aurez 

ou V (*^-- J^^r) = o> i>— >j^=o, iJ=^;', & 
jr =s,b^ donc la tangente eft perpendiculaire à l'ordonnée an 
point od cette ordonnée efl = b* Si au contraire on fuppofê 
dx =s o y dans ce cas l'ordonnée devient tangente de la 
courbe , dumoins toutes les fois que cette ordonnée eft finie 9 
car fi l'ordonnée eft infinie , il peut arriver que l'ordonnée 
elle-même ne {bit pas tangente de la courbe dafts un point 
infiniment éloigné , mais qu'une ligne parallèle à l'ordon- 
née foit alors i afymptote ae la courbe* Pour leËdre con- 
cevoir , foit la fpirale hyperbolique ^ fig, 15 ) : en fuDpo- 
tant le rayon C D =3 r & la* circonférence du cercle décrit 
avec ce rayon = c , l'équation de cette courbe (èra ( voycs 



TC 



le n®. jo ) Jt^ = r c j ou j = — , en écrivant { 
au lieu de x. Si on £iifo!t un arc confiant A D = c^ 



réquation ^ = ■■ repréfènteroît encore une (pirirale hy- 
pcrboliquc, dans laquelle A F étant f, COferoiiss^. Diffé- 
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cîant rëquation , & faifanc attention que Iprfque A F dé^ 
cioîtyjr croît & réciproquement, Ton aura d^zm ../^ •?.». ^ 

mais en fuppofant G m = ^ Jif , à caufe des atps femblaBlec , 
(c*cft-à-dire, qui mefurent un même angle ) F/, G m. 

Ton a di\ dx'> i Ti GQ ^==iy\ ou </ f = - , ou <tx 

y 



jdz, e dy 



en fubftituant la' valeur it d^^ 



doiK d X : dy \ i : ^ : : c : ^, En fuppofant 

^=: 00, la raifon — 1- ==:-—r->cft plus petite qu'aucune 

quantité donnée ; & alors m G difparoilFant devant dy c= m g^ 
1 angle m ^G eft ûenfé== o , & les lignes G C & m C font cen- . 
tit^ parallèles', c'eft-à-dire, qu'alors m G devient M Ç. L'or- 
donnée ^ devient ' infinie , lorfque l'arc A F devient =0, 
c*eft-à-dire ', lorfque l'ordorfhée fè confond avec C M. Ce- 
pendant C M n'elè point tanj^ente de la courbe i l'infini , nî 
afymptote ; car fi on tire CE perpendiculaire à CM & 
égale i Tare c = A D (*) , & qu'on mené E N parallèle 
a CM , la droite EN fera afymptote. 

Voici la méthode qu'on peut fuivre pour déterminer fi 
une ordonnée infiinie eft afymptote, ou fi c'ef^ une autre 
ligne parallèle à cette ordonnée. On cherchera la /bus- 
tangence de la fpirale, dont on* déterminera la valeur dans 
la liippofîtion de y infini. Si la fous-tangente = o , il efl . 
vifible que l'ordoiyiée infinie efl elle-même afymptote ^ fi I9 
{bus - tangente eft égale à une confiante c , par exemple , 
alors l'afymptote fera parallèle â l'ordonnée , & en fera 
éloignée de la quantité c. Ainfi dans la fpirale hyperboli- 

2ue , la fous - tangente étant =s c (30); fi Ton meiïe 
! T = c , & perpendiculaire à C G , la droite T G 
touchera la fpirale au point G. ^ly devient infini , & fè 
confond avec C M , la fous-tangente refle == c & C E= c, 
& perpendiculaire fur C M deviçnt fous-tangente j donc E N 
devient tangente & afymptote. 



(*) Si c repréfentoit la circonférence , il faudroit prendre C E 
égale a cette circonférence* 

E4 
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43. Les triangles g m G y GC T* re£^angles cA m & C, 
& dont les angles m g G & C G T font cenfés ëgauz à 
caufe des lignes infiniment proches C g & C G , font fem- 
blables & donnent m g : mG :: CG: CT, ou dj^ : dx :z 

jr : C T =' ^"2 , <jui cft la fous-tangente de toutes les 

courbes qui partent d'un point ; mais- il faut (ûbfthuér ta râ- 
leur de ^ AT , ou de m G tirée de Tëquation de la courbe , 
afin de faire difparoitrç les différentielles (voyez le ti**. jo). 

Ici, par exemple, on fubfticueroit ■ •^ . ^» , ou plutôt m . ■ 

à la place et dx , & Ton auroit C T , CQfnme on Ta troa<- 

vé (30) y où l'on ja défigné par d x ce que nous venons de 

. dëfîgner par d ?. Les triangles* nl^m , GLN (fig. 18), 

ayant leurs côtés perpendiculaires , fi>nt femblables , & donnent 

nm7=:dxtîim:=:::d^, C N==^:CL= -:IJL-, etprcC- 

fîon de la valeur de la fous - normale C L d'une courbe donc 
les ordonnées panent d'un point. 



o 
De la fraction & des tangentes qui en dépendent» 



'44. n'étant pas une quantité , on ne peut divifer o 
par o qu'en confidéranto comme une quantité infi- 
niment petite du prenfier^ ou du fécond^ ou du 

troifiîme ordre, &c. Or la fradion peut 

-- o 

avoir une valeur finie , parce que les infinis du 
même ordre peuvent être entr*eux dans le même 
rapport que les quantités finies. D'ailleurs lorf- 
qu'un ou pluCeurs fadeurs égaux à O aP- 
fedent le nuinérateur & le dénominateur d'une 

fradion s cette fradiôn devient = . Pour 

^ o 

déterminer la valeur d'une telle fradion ,îoit la frac- 

• bxx — zabx^.aab o , ^ 

txon •- ; 5S3 — , dans le cas 
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' » 

dex=:ai car alors fon numérateur devient =0,' 
aufll bien que Ton dénominateur. Si Ton divife le 
numérateur & le dénominateur par x — a, Toa 

a • — 7 rr- =s — , a caule de x •— ix =: o. 

c. Ix '--^a) o ' 

Maisendiviliant encore par at — a, l'on trouve — i 

qui eft la véritable yaleur de la fradion propofœ. 
De4à on peut conclur;e que /or/qu'une fraSion A 



o 
viem = -— 



o * 



dans la fuppoJitîor\ dex:=za, om 

trouvera ta valeur de cette fraSion , en divifant U 
numérateur & le dénominateur par x-^a ;Ji alors ni U 
numérateur ni le dénominateur ne devenait pas = Op 
la valeur de la fraSion ferait finie ^ s* ils deviennent 
tous les deux^=: o, on divifera encore par x — a; 
Ji dans le fécond cas aucun des termes de la fraction 
ne s'évanouit^ l'on aura une valeur finie de la frac- 
tion \ & ainfi de fuite. Mais fi Vun des termes s^éva^ 
nouit & non Vautre , la valeur de la fra3ion fera 
infiniment grande ^ fi le dénominateur s'évanouit^ ou 
infiniment petite , fi cefi. le numérateur. Par exemple t 

la fradion — ^ — , / ' — ^ — - — = , dans la 

. à* [X — a) o 

(uppofïtion de x ==: a, devient ( en divifant tout 

X — a. ^ o 

par X^^ a) :=z T — =: — T— =:0.Mai9 

la fraâion — ^ T,-^ = 3 dans la fupi 

pofition de :c = ^ , devient ( en divifant tout 
par X — a ) û abord —7 ^7— ; & en oonti- 

■^ '' c.{x — a)* 

h h 

nuant la diviCon, Ton a — -, r-=: — =5 00 • 



74 CouBs D£ Mathématiques. 

en confidirant x -— tf comme uoe quantité infini- 
ment petite , ou regardant x comme == a +' — , 

& jf— il comme a + — ^ = ( ^'). 

00 09 

Mais cette méthode eft ou inutile ou très- 
compliquée, lorfque la fraôion eft afFedée de plu- 
£eurs radicaux ; venons donc à un autre méthode, 
#:'eft celle de Jean Berqoully. Selon cette mi-- 
thode , il faut différencier le numérateur & le dénomi- 
nateur ; fi lemdiffcrentielles ne s^évanouijfent pas toutes 
deux , dans la fuppofition dex ^=> a ^ on divijera 
Vune par Vautre.^ & l'on aura la valeur de la fraC" 
tion ; fi elles sUvanouiJJent enfemble , on différenciera 
de nouveau , en regardant dx comme contant , St 
ainfi de fuite jufqu^à ce que les différentielles ne s'iva» 
nouiffent pas toutes les deux» * 

Soit la fraétion -— ; {- = , enfaï- 

C.{iX—x) q 

fant le numérateur •=p , & le déqotninateur = ^. 
La valeur de lafradion, dans la fuppofition de x =^, 

dp "-^ bd X — i b 



fera 



dq — c dx — c 



■• 



Soit la hraaion —, r-— = ; en diffe- 

(a—x)^ q 

,, ^P ^^z b. (a ^-^). d x 

Tcnciant Ion a — ; — = — -^ — ) / 

dq — 1. (fl-— X ). ^Af 

=3 • ( *^) 1 dans la fuppofition de a: =5 tf • 



(^ Selon ce qu'on a dit dans la première partie , une quaa^ 
lité infiniment petite peut être regardée comme n'augmentant 
ni ne diminuant une quantité finie. 

{**) U différentielle de a — ;v eft =: — ^ jc. 
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c'eft pourquoi je difFérencLe dô nouveau, en re- 
gardant dx comme confiant, & jai ^ ,, 

X C. dx*- H-x3 



Soit la fraaioa -L. =_-.JdfZ:l2 , 

^ , dans la fuppoCtiôn de a; =: tf. L'on a — r-- 



— ac.(a— Ar)rfx 2 c. ( a — - jc ). <^4p zc. (a— x) 

r 

s= ■ ( à caufe de 4 -r ^ =0) ss=s 00. Aînfî 
la valeur de cette fraâion * eft infinie. Soit la frac- 
tion ; r- =5 = dans la 

c. (fl— ^) . ? o , 

luppolitiên de jsr = tf ; donc — — = ^^ • 

^^ ^ ^ dq —c.dx 

=== — — — = — '—^ ( à caufe de x =s a ) ; 

•donc — - — ==0, ou. fi Ton veut = . ^ 

g , 00 

On fe tromperoit^ cependant, fi Ton penfoît 
que cette méthode peut toujours donner la vé- 
ritable valeur de hà fradion — . En eflfet, foit — 

i 9 

\/ (z aa-^x ax-^x x) . , 

= î: — L-^ : qui, par la première 

méthode, en divifant le numérateur & le dénomîr 
nateur par j/^C a — x)^ dcvient?= y^C^a — x)s=: 
y a , d^nsla fuppofition doxi=a. En employant la 

dp 

méthode de Jean*Bernoully,»ron aur»— — ~* 



/ 
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(— 3 adse ^ %x dx) X»V(<« — ^) 






o 
f 



^{xaa — lax^xx) o 

la fuppofîtion de jr = ^. Prenant de nouveau let 
différences, on aura = — = — i prenant en- 

ddq o • 

J A J Yt 

core les différences , Ton trouvera — = 

d d d q o 

8t ainfi à rinfini*; car les deux radicaux ne dif- 
paroîtront jamais. Cela arrivera ainfi , parce 
que la valeur du numérateur ( Ton doit dire la 
même chofe du dénominateur ) , n*appartiept à 
aucun ordre des " quantités ^^'', dx^ dx^, dx^^ 
&c. mais eft moyen entre ces ordres , ainfi qu*il 
fera aifé de le voir par la méthode que nous allons' 
expofer. Mais par la première différenciation , on 
trouve dx ; dx^ par la féconde ; dx^ pSr la troî- 
fiéme ; &c. donc on ne peut par cette méthode 
obtenir la valeur de la fraftion propofée. 

La méthode que Ton peut uiivre pour avoir 

^k ^^ 

la valeur de la fradion -i— = — î- , dans la 

luppofîtîon de ;r = ^ , confifte à mettre dans le 
numérateur auflî bien que dans le dénomina- 
teur, a-±:dx h,\2L place de x% on met a — dx^ 
dans le cas que la fubftitution dea ^dx introduis 
roit des quantités imaginaires ; ce qui arriveroit 
dans la fradion dont nous venons de parler ; & 
la nouvelle fraéèion qu*on trouvera en s*arrctant 
sux différentielles qui vtt s evanouiffent pas dans 
la fuppofition de x:=z a y fera de cette forme 

. "~^^^^ • Siw72 s=srt, la valeur de la fradion fera 
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i^ 



R 

fiîîie & = — — . Si m >;ï^ eUe fera infini 
cent petite ; mais elle fenâ infinie , fi i» < «. ç. 

donc on a la fr^dion p\^_^^ , , enfubftituant 
tf -+- ^ a: au lieu de a:, il vient ^^ ^^^^ ^ 

^ h.dx*' h 

= — dTZ? — ^^ ""^* comme on le trouve- 
roi t par la première & la féconde méthode. Mais la 
fraaion.41i=:flL,devient==: '^i—^-dxY 

Soit la fraaion Jti. = ^<^""-^"M:il). 

? V(«— Âf) •• 

ta fubftituant a '^dx au lieu de ;i: , le numéra- 
teur deviendroit imaginaire , ainfi que le déno-i 
minateur ; c^elt pourquoi mettant a — dx au lîeu 

de*&réduifant,rai-^ =lil£f±££), 

dq ^ dx 

y/ dx.y/ (a-i-dx) , . 1 » 

"== . ^y/dx ^î or (« + ''*;»=/ 

•f- 7 a-^ dX i- X a-». //«» &C. Si! «T , 

parce que les termes fuivans difparoiflènt devant W 

I 

premier ; donc la fraâion propofëe eft=^£lEilli 

== l/" iî , comme on Ta trouvé par la première mp*, 
thode. 

Remarque. En prenant les racines , on doit 
avoir attention de choifir pour premier çermo 



• 



^ 
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une quantité qui ne contienne pas dx , pour 
fécond terme celui qui contient la première puif 
fance dcd x, pour troifiéme terme les quantités affeo» 
tées de ^x*, & abfi de fuite; & l'on doit pouffer 
Taproxim^on jufqu'à ce que les quantités hors 
du Cgne né détruifent plus les termes que fon 
trouve par cette approxunation. Cependant il peut 
arriver que le fécond terme contienne dx^^ le 
ft^oifiéme dx^^ comme cela arriveroît, fi Ion avoit 
f/^Ça-^dx^). . 

f L*on peut abréger le calcul, en (uppofant d — :r = /, 
cfc quidonne x=tf-+-/ , & fubftituant dans lequation l 
tf4-/aulieu de :r&^/àla place de ^. Soit, par exem- 

pie, la fradion -^-+-«-^-''"-«-^--*'';V(«>»-H^»)'; 

qui réfûlte d*une autre firadion par la fubftitutîon 
de ^ à la place de x — a. Comme / = a: -— ^ 
cft = o ^ dans la fuppofition de >r = ^ , pour 
trouver la valeur de la fraâion "pi^opofée^ qui 

devient := , dans la fuppofition de/ = o^ 

je fubfUtue ^r à la place de^ r & je ^trouve 

7, a^-h- i a adt — adt^^dt^ — laa ^ (ad'^ i adt) 

41 II ■ ■ ■ 1 ,■■. . ... ■ ■ ■ « * • 

ifbnvertiflànt les radicaux en feries , & les conti- 
nuant jufqu'au premier terme , qui n*eft pas dé- 
truit 9 par les quantités rationnelles ^ Ion a 

V^ ( aa -h 2ad e ) = a -+- d t — «- • 

X 

4- —. — .LonaauffiK^C^^— ^^ ) 
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e= <z — C). Subftituant ces valeurs 

& réduifant • Toa a la fradion ^*^^ • — =ai 

Soit la traaion — -f— , que nous avoaf 

trouvée ci-deflus =iiy dans le cas de ^ = x» Si 

^ > et* 

on met / a la place de ^ ~- a: . Ton a — • Subftî-* 

tuant dtàla. place de /, Ton a — t-t— =*,com9ie 
i-deflus. 
5oit la iraftiori , ; ; — == ô f ^^^ 

baa — X abx-j-oxx 



la fuppofition de x^f=z a. Subftituant a -^dx à la 
place de a; , Ton a , toute réduftion faite, ■ ^ ^ -.> 



"* c 



. Telle eft la valeur de la fraâion pro^ 

■sh ' ^ 

pofee. 

• Remarque I. Lorfqu'bn eft parvenu à ufc 
ordre de différentielles (fait d^ns k.numérateut, 
foit dans le dénominateur ), qui ne ^sVvanouiflTent 
pas par la contrariété des fignes, il neft pas né- 
ceflaire d'aller plus loin ; parce qu en opérant, 
comme dans les exemples précédens ^ on trouveroit 



mm 



(*) Le terme — — itânt multiplié par va mtdtipîicatciv 
4tt radical , eft«: — i f * , qui^ft détruit par d t'. 
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des quantités infiniment plus petites que celles que 
Ton a déjà trouvées. 

Remarque IL La méthode de BernouUy étant 
fort aifée , on pourra l'employer dans le cas où 
die peut réuflir. 

Soit la fraftion I^ = ^^' "" ■ (^ , ( L défignc 

le logarithme hyperbolique) , dont on demande la 
valeur , dans la luppofition de a:= i. La différence 

dx 

du numérateur eft =: , celle du dénomi-» 

X 

nateur étant -- dx (i —^x ) = — : — r i 

l.\/ ( I — x) 

donc -/- = ^ ^""^ === o, dans la fuppofi» 

dq X . * * 

tion de..Jt== i ; ainfi la valeur de la fraftiou pro- 

pofée eft =«= o. 

X •"" x^ 

Soit la fradion = ^ dans la fup* 

I X 

"pofition de a; = i, Difterenciant à Tordinaire, il 

Vient -r i— r — ' = V • -■-. — 

5= n^ en(pppofantJc=:i ; donc la valeur de cette 
(radion eft=:"/z. Si 72 = 10 , la valeur de cette 
fradion fera 10. 

Soit la fradion d T ^ — — s= î, 

— I -^fin* X -h cof. X 



.. (*) Cette -fcaôion devient = f^, loffque ;c = i j car L. I 

S=5 o. 



»m 
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en (upp6(ant que x eft un arc de po*, & (jue îe rayon 
s= I. Prenant les différences & divifant par dx, 

1*00 a — cofx—fw.x -^ Jm. X — I 

cof. X — fin. X "^Jin, x — i • 

à caufe de cof. x=so, 6c dcjin» jt ss i« 

Parlons maintenant des tangentes qui dépendent 
de la fraâioQ -.•Soit(fig.a(5)lâ cooxbcmLn, don( 

G 
♦ • n S^ X 

l'équatloa en. y rssh ± (x-^a)* ■ ^ en feî- 

iknt A P== jc, P /« =^ ; il eft vifîble qu*à chaque 
abicifle il répondra deux ordonnées , mais au 
point i, d'interfeâion de deux branches /72 5 , ng, 
il ne. répond quune feulç ordonnée /^i 3 qui ce- 
pendant eft cenfée double ^ & le point i eft un 
point double auquel répond une double tan* 

fente i/, iT^ dont Tune appartient à une des 
ranches de la courbe , & Tautre à Fautre bran- 
che; de plus la valeur deTordonnée correfpondante 
au point i fera =^5 puifqu*à ce point A/^=sx 
eft==<i=Li. 

£n différenciant l'équation de la courbe ^ Ton 
ady^± dx\/:JL ±,dx{x^a)i (4-)^* 
9SS, ^dxy!— , dans la fuppofîtîon de x^ssa^ 



donc dy^ ss dx\ -^ ^sttdx^ (à cauiè de x^sk a)^ 
J^ll^zat I, .J:L^ ttBirf/'i a=*±i; donc 

dx^ dx 

au point i 9 il répond deux tangentes quife croKent, 
iL font un angle de 4^ avec la ligne Li paraUèlf 

Tomt III. ï! 



i«MVM 
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r. " 

à AP , Tune dans un fens , l'autre dans l'autre fens» 
Pour trouver ces fortes de tangentes , il faut diffé- 
rencier l'équation, ôcfuppofant que rabfciflè corref 
pondante au point d'înterfedion eft =A , &quç 1 or- 
donnée eft =B, on fubftituera A-f-^x à la place de x^, 
B-f-^ à la place dey ; tranfpofant tous les termes d'un 
côté , &prenant pour premier terme toutes les quan* 
tités finies, on prendra pour fécond terme toutes 
les «quantités affeâees de dx, ou de dy linéaires; 
pour troilîéme terme toutes les quantités qui ren- 
ferment rfjir^, dx dyydy^ dont la fomme des expo- 
fans eft=2 ;Your quatrième terme toutes les quan- 
tités dans lefquelles la fomme. des expbfans de ces 
différentielles eft = 3 ; &c. Le premier terme fera 
toujours = o ; on s'arrêtera au fécond , s'il n'eft 
pas =s 0, & alors il n'y a point d'interfedîon ; s*il 
eft = , on ira au troifiéme , & il y aura un 
point d'interfedion. Si le troifiéme s'évanouît par 
la contrariété des (îgnes, le quatrième indiquera 
la pofîtion des tangentes , & ainfî de fuite. Au 
lieu d'écrire K-^dx à la place de at, &B-h^y 
a la place dej^, onpeut, fi l'on veut, écrire jc -H 
dx tiy-^y^ cela revient au même; on peutauffi, 
C l'on veut fe difpenfer d'extraire des racines, faire 
flifparoître les radicaux de l'équation avant de dif- 
férencier.' 

Soit la ligne du quatrième ordre dont réquatk>n 
^ftj^4, — %ay^ — \7.axy^^\6a'-y^'\^/^aaxy 
«4- 4^2* flf* — 64 a5:t=o. SLdans cette équation 
on fuppofe^= 2 <«, oft trouvera ^ ==.^<2, & 
l'on a une interfeâion de deux branches corref- 
pondantes à ces co- ordonnées égales. Ëcrivant 
donc za-^dxWà place de jc, 2 a -+* dy à la 
place dej^, ou fi l'on veut, écrivant x-^dx au 
lieu à& x^ Se y '^dy^vL lieu de y , difpofànt les 
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quantités de la même ciîmenCon , les unes fous les 
autres , Ton aura 

^i6Ut^j>^'^iiayydx'^iAaxdxdx 

-H4a*x* -H'48a*x<x"*"'^^^^^^^. 
— 64 fl^ jc -h 48 û\x ^'-'^ + 4 fl fl <^«* 

— ^4à*^af 

Pour trouver le rapport entre dx^icd^ d'où 
dépend la tangente , je remarque que la première 
colonne ^ que je regarde comme un feul terme ^ 
s'évanouit, en fuppofant xs=:2a Scy:ss=2aji fila 
féconde colonne ne s*évanouiflbit pas, die fuffi- 
rojt pour faire trouver la tangente. Mab en fup- 
pofant x= 2 a 8c y = 2 a^ d o^ic dy. font jBul- 
tîpliés , chacun pat a. Ceft pourquoi je paflet 
à la troinême colonne, quj^ne s'évanouit pas comme: 
la première , & négligeant les autres colonnes, 
cfonafhe s'évanouiflant devant la troifîéme, je: 
trouve en fubftituant 2 a kla place de* ^ & dty , 
& feilfant 1^ calcul, je trouve , dis-je ydx^s^S dy\ 

ou ^— — ■ =8=5S7,& 



it 






djr 



==±: 



• Dçnc au point de la coutbe'cor^ 



refpondaht- à rabfcifle «•= 2 ^ , il y a deux tan- 
gentes qui font avec l'ordonnée Tunè ïangle dont 

là tangente eft exprimée par , Tautre fai- 

bnt Tangle dont la tangente eft = — 
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' Remarque I; Cette méthode peut réuffir , lor^ 
même qu il y a des radicaux , pourvu qu'en ex- 
trayant U^ racines avec la précaution que les. 
quantités fy^QS conftituent^ le premier terme, le» 
infiniment petites y félon leur rang ^ confHtuant le 
fécond , troifiéme » &c. ainfî qu'on Ta dit ci<- 
^jeflus. 

RemarqueU. Si on différencie è l'ordinaire, 
la première colonne.du dernier exemple, on aura la. 
féconde ; & en différenciant la féconde , en regardant 
dx & dy comme conftans , & divifant par 2, , 
on a la troifiéme colonne ; différenciant de même- 
Ma troifiéme , & divifant par 5 , on a la qua- 
trième* . , » 
r Ceft pourquoi le rapport cherché de dxi dy^ 
peut fe trouver , en différenciant félon la mé- 
thode ordinaire. Pôiir cela on différencier^ 
ïétjuatioft de la courbé par la méthode vul-. 
gaire. Cette première diÉferentiation donnera le 
rapport de dx\ dy\ mais "fi tous les termes dif- 
paroiffent par une certaine fiippofition de ;«:=== 4. 
ic dey=i=^> on difï&endera de nouveau ,^ çn 
«garcfant dx ic dy comme conflans : réquatîon. 
€{ut en réfuhéra fera connoftre le rapport cherche. 
Cette éqaatiba différera -de èeHe qu*on tfouverbît 

J)ar Ig méthode ci-ddlus^ en ce qu'elle aurajtQij[S 
es termes inultipliés par ù,: Mais un multiplica* 
teur qui affeéèe tous jes termes d'une ^quatipn , . 
ne tto«il)ïè |las Tégalitd'Sî la .fécond^ équation 
s'évatiQuit, on contiauera de méçne jîi(qu^ ce " 
q;x*on parvienne à une équ^ti^n, dont j«r termes;, 
nefé détruifent pas par la contrariété des fignes. 
Si l'éqii^tion cfr compliquée de radicaux , on 
pourra le foire difparoître avant de différencier. 
•' Soit fuppofée l'équation delà courbe a (y—t}* 



■Ht 
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• 

y^x (*••—«)*=: o, cette courbe ( 6g. ^6 ) eft 
la même que cette dont on a parlé cî-ddHis. En di£fi& 
xenciant à Tordinaire, je trouve atf4fjr(j— M— ^ 
;V*. ( «r.-^ tf )* •*— a JT. i jc. ( jc — fl )ste:o,Si on uip- 
po&yipss^ & :r 9Stf9 le multiplicateur de i^ si 
celui de iy deviennent chacun sàs o« Ceâ pou^ 

Hhioi f on a dans ce cas . — - — ss • Je dii& 

€érencie donc de nouveau ^ en traitant dx & ^y 
coiiune conftans^ ce qui me donne 2 a dy^ — a^x* 
<ar — <z)-^2 ^Jip* C"^ — a) — 4 *i^^==0, équation 
qui , en fuppofànt x=say devient 2 a dy* — 2a dx^ 

.fe=ô; donc — — -— 3=ïi,&— — =:±i,com- 

me on Ta trouvé ci-deflus. 

". Pouf avoir la»pofîtion de la tangente de la courbe 

B MC min CD (dont l'origine des abfcifles eft 

JàVL centre C d'un cercle dont le rayon CB =: ^ ) 

C fig; 2.J ) défignée par Téquation (y^ -+- ;i?* )* sr* 

tf*< a:* — y^) & qu'on appelle Umnijcau , au point 

auquel jc=o &^=aO; en fubftituant x-^ dx 

au lieu de jc,& y -H dy z\x lieu de^, ou, fi 

Ton veut, en iubjfÛtuaht . o 4- d x^ssidx & q 

^ dy =sz dy y au lieu de ir & de^ , on tr«u* 

vera,dis-)e, C^y H-rf*'* )*ar=a*^jif*-— a* ^j^*,ou 

en ôtant l'expofant ^ & tranfpofant ,y ^^+2 dy^ x 

dx^-^dx^'^a'-dy^ — a^ i/jc*c=o; ainfia* </r* 

— tf* rfx* = o ( parce que les autres termes aif- 

pa];pillent devant ces deu3t - là ) , ou 4* dj^ 

dy^ a a dy 

^a-dx-, ^4— « — — « I, 



êa -f. |/= I ==: ± I. Donc au poîrit c réj^ondent 
deux tangentes qui font un angle de ^f avec la 
ligne des abfciâes* 

F3 
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Remarqué I. Ob peut employer différentes 
méthodes , ainfi qu'on vient de le voir, pour trou- 
ver les tangentes • Dans chaque cas il ^ft bon d'em- 
ployer celle qui eft moins embarralTante ; . & fi 
Ton trouve quelque difficulté en employant Tune , 
on fera ti(age de l'autre. 

Si Ton arrivoit à une équation de cette ibrme,' 

dxi a*dx . dx 

— — i - — s=o. Ion auroit -— £=a, 

dj^i b^dy dy 

dx^ 0} dx « j y 

,& — • — =dr -r 5 de lortt 



dy . *. <r ^ 

qu'il y auroit trois tangentes au point cofrefoondant 
delacoufbe; l'une feroit parallèle aux ordonnées, 
& les deux autres feroient avec Tordohnée un angle 

dont la tangente eft=: — , l'une d^un côte , f autre 

de l'autre. 

45*. Remarque II. On peut quelquefois avoir 
la tangente d'une courbe (l'une manière fort éle- 
f;ante par quelque propriété donnée de cette courbe. 
Pour en donner un exemple , foit la courbd L M 
(fig. 28 ) qu'on appelle epicicloïde (& dont nous 
avons donné l'équation dans les courb. alg. 70, en 
fuppofant que le cercle mobile eft égal à Timmo* 
bile), cette courbe eft décrite par le mouvement 
d'un point M, fitué fur la circonférence du cercle 
mobile RMP, qui circule fur la circonférence du 
cercle LRfi; de manière que l'arc L R eft égal à 
l'arc MR , foit que le diamètre du cercle mobile 
ait avec le diamètre de l'immobile une raifon 
d'égalité ou d'inégalité. Pour mener la tangente au 
point M de la courbe , je remarque que le point 
décrivant M eft l'extrémité de la corde M K qui 
iait un angle droit avec la corde MP^ parce que 
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l'angle P MR eft appuyé fur le diamètre RP ; de 
plus le point décrivant m peut être regardé comme 
Textrémité d*un compas qui décrit un arc circu- 
laire^ infiniment petit Mi, auquel la ligne MR 
eft toujours perpendiculaire. Donc la corde 
MR eft perpendiculaire à Tare Mi, qui eft 
un petit arc de Tépicicloïde ; & partant MR eft 
normale de Tépicicloïde ; or la normale eft jper* 
pendiculaire à la tangente de la courbe ; ainfi r M 
eft tangente de la courbe. Donc pour mener une 
tangente aupoint Mderépicicloïde , par le point M 
on décrira le cercle générateur, par le centre C du 
cercle immobile , & le point K où le cercle gé« 
nérateur touche le cercle LRB, on tirera la li« 
gneCRP } adjoignant les points M&R,M&Ppar 
les ligaes MR, PM, la première fera normale, & 
* la féconde tangente de 1 épicicloïdë. Il eft donc fa-* 
cile d*avoir la tangente PMT d'une telle courbe | 
-ce qui feroit bien difficile dans tous les cas par une 
autre méthode. Pour décrire par le point M le 
cercle générateur P D M , je remarque que fi du 
point Ç comme centre avec le rayon C ^ = C R 
+ R ^ fomme des rayons du cercle mobile & du 
cercle immobile , on décrit la circonférence b a/, 
le centre t du cercle mobile fera toujours dans la 
circonférence de ce cercle; donc fi du point M 
avec le rayon ^R on décrit un arc i/ du côté 
oppofé au point L, cet arc rencontrera la circon* 
férence * a / en un point b , par lequel avec le 
^rayon R ^ , on décrira le cercle générateur qui 
touchera le cercle immobile en R, & rencontrera, 
rêpicidoîde en M* 
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De la méthode des maximis & minimu* 

d.5. Selon ce aue nous avons dit ci^deflus (s^)^ 
lorlque dy eft (upporé:=:o^ la tangente défignce 

par ■ , eft parallèle aux ab&iiles. Si dans^xine 

courbe AN ^ ( fig« x$ ) les ordonnées vont en croi^ 
(ânt jufqu'à un certain point , puis en décroiflant, 
la tangente au point M fltué entre A & N rencon^ 
trera l'axe du coté de A« 

Mais la tangente m /au point m fîtué entre N & ^t , 
rencontrera Taxe du côté oppofé ; doncla tangente 
au point N ne rencontrera 1 aice d'aucun côté ^ 8c 
fçra parallèle ayx ab(cifles. Or il eftvifible quecela . 
arrivera au point N ^ point auquel les ordonnées 
V M ceflent Ce croître pour décroître aufii-tét ; c'efi* 
â-dire au point où l'ordonnée C N eft plus grande 
que les ordonnées yoifines Fti^p m priiês Tune 
adroite & l'autre à gauche; l'ordonnée C N s'appelle . 
alors un maximum. Si la courbe MNf^ ( fig. 30^ 
eft convexe du côté de l'axe PC , il peut arriver 
que les ordonnées allant d'abord en décroiÛant 
|ufqu'en N , croiflent enfuite de manière que C N 
foit plus petite que les ordonnées voifines:dansce 
tas on l'appelle un minimum ; ic alors la tangente 
N /z eft évidemment parallèle aux abiciflès« Ainfi 
Icxrfque la tangente eft parallèle aux abTdflès ^ oq 
peut avoir un maximum, ou un minimum. Cela peut 
arriver auflj loiique la tangente eft parallèle aux 
ordonnées (fîg*Ji)y caria ligne Cîf fe confond 
ayèc la tangente au point N^ ou pour mieux dire, 
c^tte lignç eft tangente des deux branches M N, 
iwN , & l'arc infiniment petit N i eft cenfé être une . 
ligne droite qu'on peut regarder comme faisant 
un angle infiniment petit avec l'ordonnée L 1. Dans 
le triangle reâangle i N ^ ^ en filant le rayon ss x. 
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l>n ^si 3= <(y: jN— LG sa dxs i 1 1 tang. s i N 
^ ' j * Or cet angle étant infiniment petit, la 

raîfon de Jx: dy doit être infiniment petite, c'efl:^ 
*<iîre, que dy m alors infiniment plus grand c^MeUx. 
C^a a paiement lim dans la figure J2 , mais aved 
cette différence que C N eft un minimum dans la fig^ 
51 , & un maximum dans la fig. 32. Donc on peut 
4Voir un maximum ou un minimum , lor fque le 
rapport dej dy : ^^ eft tel que dy peut être re- 
gardé, refpedivement à dx comme une quantité 
iofiiniiiieiit grande* 

Cependant toutes les fois que dye^:=o, on ne doit 
pas conclure qu'on a un maximum ou un minimum ; 
car cela indique feulement que la tangente eft parai-' * 
lèle a la ligne des x 5 mais la tangente N/i (fig. 53) peut 
être parallèleàla ligne des jp, ftns que les ordonnées 
voifines du point N foient à la fois plus grandes ou 
plus petites que lordonnée C N. Cela peut arriver 
lorfque la courbe AN de concave devient con- 
vexe ou réciproquement; mais alors la ligne N« 
peut être paraUèle à AP, & déplus être tangente 
de la partie concave AN, & de la partie con-' 
vexe N m. Dans la fig. 34, la ligne N /i eft tan- ' 
gente des deux branches /wN, MN & CN n*a* 
aucune ordonnée voifine du coté de la droite; 
akifi cette ordonnée ne peut être ni un maximum^ ' 
m un minimum^ dansîe fens que nous Tentendons 
ICI, De même lordonnéè Ne ( fig. 33 ) = ;r< en fai- 
tant A c=x & c N =iy) peut être piarallèle aux ordon- 
nées ^ fans cependant être un maximum^ ou un mini^ 
nmm. Cela peut arriver au point £injUxion ( * ). ' 

C) Un point <f inflerioW N (fig. 3 j & 3 5) eft celai auquel ixiie 
courbe de concave yers ibn axe devieoc convexe oa réciproque* 
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Pour connoître le maximum ou le minimum y on 
fuppofera d'abord i/y = o , & de-là on tirera la 
valeur de rabfcifle correfpondante au maximum ou 
au minimum. Si lafuppofitionde dy^=szo ne fait rien 

connoître, on fera dx ^=.0 om — : — =s 00, ou 

dx 

ce qui revient au même , on fuppofera ^j^ = oc • 
parce qu'en (lippofant = -g— = 00 , lo' 

réfultat fera le même que fi on fuppofoît B = ex 
Four favoir enfuite fi Ton a un maximum , ou Un 
minimum , on augmentera d'abord , & enfuite on di mi- 
nuera x d'une quantité infiniment petite d x. Sidans 
• ces deux cas la valeur dej^ eft plus petite que celle 
qu'on a trouvée. Ton a un maximum y fi elle efl: 
plus grande , on a un minimum. Mais on n'aura 
ni un maximum ni un minimum , fi dans un cas elle 
cft plus grande, & dans l'autre plus petite que la 
Valeur de y qu'on a d'abord trouvée. Avant de 
&ire l'application de ce que nous venons de dire , 
nous ferons remarquer qu'une courbe (fig. 3<î) 
peut avoir plufiQurs maxima & plufieurs mini'' 
ma CN; cela eft évident par l'inipedion de la 
figure. 

47. Problème. On demande la plus grande 
ordonnée d'une demi^ellipfe A Na {fig. z^ ). L'équa- 
tion de l'ellipfe en fuppofantMe grand axe = 2 « 

bb 
& le petitaxe=2 * , eft^* = : (2ax — xx) 

CCI 

bb 

donc2y dysss— — (aadx^^ 2xdx).Suppo^ . 
fant dy=szOy l'on a 2ydy:=2y >: 0=02= — ,^ 



i2adx''-^2xdx ),0}Xi/idx7ss2xdXf za^ss^ix^ 
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icasssx; c'eft-à-dire , que la plus grande ordonnée 
répond' à rabfcifle A C égale au demi -grand axe^ 
ou , ce qui revient vio, même, la plus grande ordon^ 
née de rellipfe répond au centre. 

. Si dans Téquation^* sss ' (2tfjc— -jcap) 

onfuppofe bsssa. Ton BUTayy=2aX'^^xx: cette 
équation appartient au cercle , qui eft une ellipfe 
dont les axes font égaux; donc dans le cercle la plus 
grande ordonnée paflè par le centre. 

48. Problème. Trouver la plus, grande or Jonnée de 
la courbe ANa Çfig. 27) 9 ^^^^ '^^ ordonnées C N= :[ 
font moyennes proportionnelles entre . les ordon^ 
nées Cm=iy j & les abfcijfes AC-sr^x du denâ* 
cercle A m a. Soit le diamètre du cercle s=; 2 ^ ^ 
Téquation du cercle fèray^y=3=2 a jt— r x\ mais Téqua- 
tien de'la courbe feraç^ =^yx. En différenciant 
Féquation du cercle , Ion a 2y i/y =2 a dx — -2 x dx^ 

dy s= ■ . L équation de la cour-» 

be donne 2[d[^=^ y dx H- x dy :ssz y d x 

axdx — xxdx ^ rin- i f 

( en fublfatuant la valeut 



« . y^dx'^ûxdx'^xxdx ^- . 

de^)=:— ^- r-. Mais au 



point du maximum ^ Ton a^/^ssO^ 8c 2 { ^{=0; 

- _y^dx^ax dx -^xxdx . - 

donc -^ • — z=z o^ y^dx 

y 

t^axdx'-^ xxdx ==0, j^*-4- tf JC XX :=^09 

Et en fubftituant la valeur dej^* prifede Téquation 
du cercle , il vient 2 ax — j:* -+- a x — **=o, 
^ax — 2Jta:=0,3tf— 2x =0, 3^=2^, & 

X SS3 ^^ . Prenant donc AC ss - , le 
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^■^■*-^'^— i— ^— *■ ■ ■ Il «1 I I I I !■— ^»^ ' il— — ii^ 

ipoint C fei^ celui auijuol répon4 la |)lus grand% 
Qrdonoée* 

• 49* Problâme. • Trouvtf la plus grande ordonnU 

tunt tllipfc JCun genre fupèrieur. Uéquation dfes el* 

KpTes des genres fupérieiurs , enfuppo&ûtraxesstf ^ 

#ft — y «*• sss xT (tf —.;<:)•. Donc en dififéren^ 

dant^(/n+/r) "^y^'^^dyssmix^^ {a — xy dà 

r^ nx"^ dx { tf — x)""* =P (en faîlant 
dy = o , ce qui rend le premier membre de 




^ iz — ' X J"""* , il vient m ( a— jt ) = ;i;r, ou 

, * ma 
ma-'-^mx'ssznx^ ma-==^nix^nXiX'=i -•. 

Uéquation des cercles des genres fupérieurs ne 
différant de Téquation des ellipfei des genres fu - 
périeurs qu'en ce que dans les cercles tfeft=/^,cç 
<iui'n arrive pas dans les ellipfes , en fuivant le 
âiéme procéclé , on trouvera de même que Tor- 

tli CL 

donnée correfpondant à 1 abfciflè x = eft 

* m -H n 

un maximum dans ces fortes de courbes» 
Si /Bssj* & /J===3, onaurax=s — - — • Si 

m :±= 6 2c 7t=± 1 , Ton aura X'sez ; & ainfi 

de fuite » fpit qu'il s'agifle d'une elllpfe ou d'un 
cercle des genres fupérieurs. 

50. Problème. Trouver la plus grande ordônnii 
de lé courhe A MB (Jig. 3^ )> dûnt la ^aiufe tfi 
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m. ' 

I 

qui il diaméirt A h Joie toujours égal à taxt AB^ 
tf£^ bitn qiià la ligne droite m M minicparUpointÂ 
è chaque point M & m de la courbe & dudtmi^arcleAmhi 
Soit AM=sî> PM=^, hb =za\ donc m ^ 
==ctf-^:j;. Parce que ^A eft perpendiculaire à A Bi 
& qu'il en eft de même de P M» les lignes £A^ 
1^ M font parallèles ^ & les angles AMP ^ mhC 
çorri^rpondaçs font égaux ^ & parce que de plus 
les angles F i^b m A ( * ) font droits , les triangles 
^mA;^ P MA font évidemment femblables ^ &par« 
tant PMîAM:: Am: Ab^onyii ; :.tf — {:tf, 
4jr=4i{-^jç, ady=adi — 2î</:j=: O, enfei- 

fent dyssiÇ» ainfi 4— 2îs=sq, & ;f «b — . Mais 

réquationtf^sastf { — n, àoûne ( en fubftituant k 

Valeur ce î)tfjr=:; — = » & jr 

•-. ' ' • • * 

s=s ; donc dans le cas du maximum , Von 

A 

ffCAM}'=--^ =^CPM/-KPA>%ou(PA)» 

' aa aa 4 aa aa ^ aa f 
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4 t &. -16 16 J 6 

&P^ s=K -77- « — ^^5. 

;jfi,'r»QJPI-iMP* T/'Otty^r Zap/at jetitt cr4onnie de Ul 
tmhfi MNm ( fig, 3îJ* <Jo«J réquation efijf — «=* 

Hk-»je4[jir).''(flii-^îaxr*-.xx) ^ , ©u (A) f(r = V^ >C- 



3(««— >■ 2««^xx) 



■I III I ■ ■ ■ I 1— — »iM^ 



' C) Ce^niei angle eft appuyé fur le diamètre. 
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numérateur de la fraftion devient Vtf.(-^x adx^i xdx) 
s=o, d'od Ton tire — i a-f- % x =o, i jc= i a , xacstf 
ss A C Si on foppoiè </j>' infiniment plus grand que dx-p 

I on aura . = — — • ? — » « lup- 



pofant le dcnominatcut d'e Tune & raocre frâaîon == 9 , l'on 
aura dx = OySc a a — 'i ax ^ xx = o;&enpretiant la 
racine , il vient a—x;^o,8cx=a, Lorfque cela arrive ainfî , 
ceft une marque que le point Correfpondfnt N appartient à 
plufieurs branches delà même courbe j & que le multiplicateur 
dc<x> auin bien que celui de dx, eft=o. En effet, fi 
dans ce cas on fait difpatoître la fraction de réquaclon A 

cr-deflus , ou aura Péquation dj^ X $(a a — iax-i- x x)^ 

fiss Vfl*(— xfl '^ tx.) dx ï'qui , dans la fnppofîtîoo 

dex=fl, devient dy xo=so Xdx. ou j^ = -i ^ 

& l'ordonnée CN eft la tangente des deux branches N M,. 
Nm , ou, û Ton veut, les deux tangentes de ces branches ^ 
fe confondem au point N , ne formant plus qu'une feule li- 
gne NC ^ '^ "^ . 

Çi. Problème. Trouver la plus grande ordonnée d'une 
eemi- cîcloïde ractmrde A MB (pg. 55?). Suppofejtit la. 
demi- circonférence du cercle générateur =^ C , la baie de cette' 
cidoide = D, l'arc de cercle hn— x, l'équation de la 
courbe rapportée au diamètre Kg dujcercle générateur; fera, 
(félon ce qu*on a dit dans la. preîioiere partie de cet Ou- 
vrage courbes tranfcendentes n^ 10 ) ^m =z jr ss fin, x 

-y doncdjr==:d,'(fin. x) -f: '-^f^ * ..Pour avoir fa' difFc- 



jçs oraonnees/ i yfflmlimmentprddies) ; ^miinî=kdx^-Ot'^ 
les triangles bnp,,nis ayant .Ws côtéîf perpendiculaires /, 
font femllables ; dohcbnibpi: Hiisi;im aia—^)l' 

dx: *i =.^, (p „ )= *'^"7^-^^ . {Doncen fubftimant ' 
cette valeur de d. [fin. x), r/ji^-^^^^^^^* -^Pi^ 

" rQ~. " = o ( en Tuppofant <rs=o }i 
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Joû c-a C— C{^-+-a D= o, dC^'a D =C j ^ & f = 



_ <»CH-<Î> 



« D 



-» Ceft poiirqaoi Ton aurarabfciflè A P coireC> 

pondante â la plus grande ordonnée P M , en ajoutant , au 
tayon A b une ligne o P troifîéme propordonnelle à la demi- 
ckconférence du cercle générateur y au rayon a du même cercle 
& àla bafe D de la cidoïde lacourcie. 

5 3 • P R o B L È M E. Trouver la plus fetite ordonnée tTune 
courbe e^ponenûelie dont t équation ^y =sx' (Jtg. ij ), 

pe* r^quatian â la courbe , on titt JL^=xL»jf , ■ -^ ■* 

s=: dx^LuX^ X. ( ^^)^djr^s:,^{dxl4.x^dx) 

s= o ^ en {uppofant ^jf = o ; donc^ ^jp =;=;— jr. dx^l^x^ 

ou I = — L. X. Prenant donc fur Taxe R A de la Iogarîchmi<* 

re rabfciiïe négative hq s=: A B = i , H viendra û ç = y ,' 
ç = I =s -— L. X. C'eft pourquoi par le point h^ menant h a^ 
^otd^Bfiée correfpondanteau pomt a fka là plus petite ordon- 
née cherdiée* Voyez ce que nous avons dit ci-deflùs ( i^ ) 
bi la nature de cetfe courbe. 
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\ SI Ton ne çonnolfloit point aflêz la figure de la; 
courbe pour juger fi Ton a trouvé un maximum 
ç^ un-mmimum, Qu même fi ïôn vouloit favoir* 
fi la courhe 3. un maximum ou un minimum, on s y 
pren droit comme dans les problèmes fuivans. ] 
. ^4, Pkobleaïe. Chercher les maxima. & les minlma . 

■_ - , ;. . . - ,1 

X a y ' 

de la courbe dont Céquaiion efi — r -f- - — = —^ ' 

# » ' jc a 



d.x ' -adx . dy 



Uonc -- — p- — — - =. — r=t),enluppoiant Jy' 

-^ r# ' dx a d X I 

ïs: O ; & par coniequent 



a x^ a 



X» 



— , -^ == tf , :tr*= <z* & jtsss i:J/"tf ^ï=^±: ^^ 



t)onc les tangentes correfpondantes à rabfciiîe^ 
jio^tive -ha & à rabfcilTe négative — 4, feront] 
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parallèles aux abrdflès. Mais pourlavoir fi. 1*61!^ 
donnée correfpondante à rabfcifle -+- ^ eft un 
maximum ou un minimum ^ je fubftitue a à la place 

de« dans Téquatlon de la courbe ^ &fai h -^— 

(t a 

ISS—, ou a = — 9 ouj^srsa^. En augmentant 

Pabfcifle a d*unc quantité infiniment petite dx, ii 
fubfiituant da&s 1 équation ^e la courbe a^dhc^isi 

place de ic • u vxcpt — ■ -t" ■ ■ >a=s*^i>^ 

OU C en réduifant les fraftions au même dénomîna 
teur, prenant leur fomme, & faifant difpajrQÎtre 

le dénominateur Qsy) a^dx "°* ^^ 

ou2tf-+- — - — ==r> quantité plus grande que 2*[ 
Si on diminue VabfcifTc a de la quantité <6p, en mettanc 
«— -^x à la place de x , on aura^ =»a^-+- "■ j 

qui eft encore plus grande que 2 a. Donc puîfquo 
les ordonnées croiflent de deux côtés ^ il eft évident 
que Tordonnée 2 à correfpondante à rabfcifle aeÛ 
Ijn minimum^ . \ :. , /• ' ^* 

Par la même méthode , en prenant rabfcifle x 
négative & =5: — a^ Ton aurajy=a: — .2^1} & fubJf- 
tîtuant — a^dxï la plac^ de x^ Ton trdù- 

dx^ ^ dx* 

C eu change^nf tous les fignes d^ numérateur & 

du dénominateur , ou, filon veut, en multipliant. 

le numérateur 8c le dénominateur par — 1 > 

Maiî cafiibftituant— «— «^jrattlicu de^, lo«- 

aura 



^ 
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• aura y =2 — 2 ^ — — ; donc puîfque les 

ordonnées voifines de Tordonnée négative= — 2,a 
font des quantités négatives toutes les deux plu» 
.grandes que — 2 ^ ( * )*, l'ordonnée — 2 a eu un 
minimum négatif! 

• ' • * 

Si on propofoit de déterminer fi la courbe Je l'é^uadoQ 
fl*^ =:jf*(fl — x^2l quelque maximum ou quelque minimum 
d'ordonnée , Ton auroic d*rf^ = ix^Af(fl — a:) — x* dx 
-qui , en faifanc dy^ss o , donne i x dx, (a — a? )= x^ d x, 
X ax — z X X z=2 x^^ z ax =s ^ X Xy équation qui peut 
avoir lieu, en fuppofknc x=o. La divifantpar x= o, l'on 

a X a-^3;^aB0 9 X a:^3 x> ;iir= . La valeur de 

ap=o fiiît voir que la ligne des abTdflês touche là courbes 
Torigine des abfciiTes. La deuxième valeur de x étant fublti« 

4 M, 

tuée dsuis réquation de la courbe > donne ^ = 3 ^ug-4 

2 * 
mentant rabfciflc de la quantité dx , Ton a a*jp 

2 It _ 41 

-3 ^ H ^^ ) X ( — ^ * ) ) <l*oû Ton dre 

3 3 . 

^=5 __ .^ ■ — ^ ■■ , quantité plus petite 



*7 



ift « 



44 2 4 

que — . Si on diminue rabfciflè enfiibftituant dx. 

^27 '3 

4« ^** ^** 

an lieu de x , on aura^= ■ — 



27 4 44 -' 

qui (à caulè de rfx^ < ^a:*) eft plus petite que — -.Donc 

,27 

4^* 

puisque les ordonnées voifines de j>=: — font tontes, les 

44 

deux plus petites que , cette ordonnée cft un maximùmm 

27 

(*) Car il eft vifiblc que — x o tf . — fl=— • % i. a cft uat 
9iantic4 négative plus grande que— lo.tu 

Tome III. G 
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yy. Problème. Déterminer^ dans la courbe de Céqua- 
ïion a ay=ix^ — 3 tf x* -f- 3 a* ;t ily a quelqu^ ordonnée 
ijaifoit un maximum ou un minimum» Par la na^ 
ture de la courbe , en différenciant te fuppofant 
i/^ssso^l'ona 3 xxdx^'^ôaxdx'^^aadxrssiO^ 
ou ( en divifant par 3 dx)x'- — 2 ax + aatsno^ 
ou C en prenantia racine) x — a = o, Scx =;ai 
donc la tangente au point de la courbe corref- 
pondant à l'abrciflè ;i: = ^ , eft parallèle aux abf^ 
ciflès. Mais il i)e s enfuit pas pour cela que ror*» 
donnée correfpondante foit un maximum ou un 
"minimum \ car fubftituant a au lieu de x dans 
f équation delà courbe, Ton trouve jr= a. Subs- 
tituant a'^dx au lieu de jc , l'on trouve y ^=^a 

• Mais en fubftituant tf — ^^ au lieu 



^ . Ad 

de jc , Ton a y=^ a — . Donc puifque tes 

A XL 

ordonnées croiiTent dVn côté, tandis quelles dimi* 
nuent de Tautre , rordt)nnée y ^= a n'eft ni im 
maximum ni un minimum. 

/5. Problème. ^Déterminer fi la parabole a queU 
qu! ordonnée qui foit un maximum ou un minimum. 
L'équation dekparabole eft ^* 5=/^ x^ àoncTydx 
^s=^ p d x \ fuppoKànt dy = o. Ton a prdx = o, 
d*où on né peut tiner aucune valeur de x. Sup- 
posons donc dy^=^^ ^ Ton aura/^ dxr=: 00 ; d*où 
Ton nfe peut non plus tirer aucune valeur de x ; 
ainfî la pat'abole n'a ni maximum ni minimum^ 

57. PRoBitME. Déterminer fi datii làcmrhe de Inéquation 
Bj»— 1 a aj'=x^ — 3 a JC*-f-3 aax — i a^ilya quelqu*ordonné$ 
-qui foit un maxlsiumi>tf un mkùiBum.Diffôrenciaiic & fuppo&m 
^7 = 0, Ton a 3 x^àx — ''6axdx^iaadx=zOyO\ien 
ïiivifant par 3^», «x-— 2«;c"*f-«a=o, ou (en pre- 
Tooit la Tacinè ) x — a =; o , & y ==2 û. Sttbftimatit cette valeur 
de ;v dans l'équadon delà cou!^be,4'oaatfj'^«-i a ayss^'^c^^ 



• 
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-^dxi, équation d'où l'on tire (eBOraBfpofkntflcdivïampar a) 
^jf--* fl_y-Ha« = ?—*& en prenant les racines,^ — a=3 

•• Si Ton prend donc le 

CgneH- , l'on aura J' > û ; mais fi Ton prend dx iveck £• 
gnc*— , c*eft-à-dire, fi Ton prend —.<;^;r, Te» aura une 

quantîtë imaginaire pour la valeur dej^. En effet, V 

m 
dx^ 

devient daps ce cas = V (— ). Donc la courbe de 

réquation propofée n|a ni maximum m minimum dans le fêns 
que Qous 1 entendons ici. 

Remarque. SiTéquadon qui doit donner le maximuH 
ouf le minimum ëtoit abfurde y comme fi l'on trouvoit $ a=:ria^ 
im $ i :=: Oy le maximum ou le minimum indiqué par cette 
équation, n'auroit pas lieu. Si en augmentant rabfcifTe trou- 
yee d'ane quantité dx infiniment pence , on trouve une va- 
leur imaginaire de l'ordonnée , ce qui arrive dans une cour- 
be M N m ( fig. 34 ) qui n'a aucun point au-delà de N , tan- 
dis que l'on ttouveroit une valeur réelle , en diminuant l'abf- 
cifTe de la quantité ^x^ c'eft une marque que la courbe xx^ 
m maximum ni minimum dans le fens qu'on l'entend ici* 

Il ne fera pas hors de propos de dire quelque cho& de la 
métliQde que Ton peut fiiivre pour trouver ks maxima Se les 
minima dans les courbes dont les y partent d'un foyer. Pour 
cela , on cherchera ^41 ) en fiippofant 4x?= o ou ^;p =0 , 
la tangente perpendiculaire i l'ordonnée , ou bien la tan- 
gente parallèle a l'ordonnée , qui {ê confond {buvent avec 
cette ordonnée \ or il eft vifible que fiippofèr d-xeaz o dans 

la fradlion -, c*eft la même chofeque fuppoibr dy=so9 . 

d X 

5 8« PEOBX.ÊME. Déterminer Ji dans la courbe dont Viquation 

y* dj , . 

iR/îdrss^— j- -«, iljraûuelque m^xhmimpu quilqu^m^ 

mmam ^aràfunée^. d i {*) défignaat un arc infiniment fem 
.(") L'arc d\^lotaktat ^f» c<Itu^l'<M) a iak}?rii)i Ui). ' 

Ga 
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décrit fun rayen =^. Tranfponcï l'ëaiiation de la courbe i 
un arc d'un rayon conftam = tf , en &i(aiit y :a :: d^ i dx, 

oa dz=s — — • ; ce 'OUi donne — :. ■ , — ^ , 

i X = " ■■ Si dans cette équation on fuppoiè dj^ =r o , 

Ton zdx, y/{jfy — aa) = o, ^/ {jy — aa) = « » 
y^zszaa^y ^=ia> Donc la tangente correipondance à Toi- 
donnée a iui eu perpendiculaire. Pour favoir £ l'ordonnée a 
eft un maximum ou un minimum , il faut intégrer les deux 

membres de réquation a xss ■ ^ss: y d y yz 

{y y'^ ^*y^ * Vlûsy iy eft la difFcrenticlle de la (juantitc 
variable yy qui eft fous le figne , eft , dis - je , la différen- 
tielle divuëe par i ou multipliée par i ^ donc x =s 

jdy.iyy^*4rr = (^jy ^^ ^ )T.En fuppofant 

J ^J 

yzszay Tona x^:^^[yy-^^aa) =: Vo= ow L'équation 

;c=(y^— 4tf)* donne»*=r^^ — aayy=^y/{xx'+-aa) 
t=sy/ { oo-^aa ) ^ en fuppofant x=o. Si Ton aug- 
mente x de la quantité infiniment petite d x , Ton aura y 



/ 




les ordonnées voifînes croiflènt toutes les deux, l'ordonnée a eft 
un minimum. 

Pour décrire cette courbe , avec un rayon =<« ( fig. 40 ), 
décrivez un cercle , & prenant le point A pour forigine 

^es.x — A?, tirezCPM = y=K(tf* -f-AP*)=s 
V {aa'+'Xx). Si Ton fait A p=—;v& qu'on tire Cpro =s 

r(tftf-f- Ap )= ^ {aa-h xx) , les points M & m ap« 
partiendront i la courbe. En effet de l'équation jy* z=za a-^x x, 

on ûxtx={yy — aay, d x = \: x x jr d y X 

(^> — tf tf )"■ • == -~ . Maintenant fi avec le 

rayon C M «= jf Ton déprit l'arc infiniment petit M « =s rf ^^ 1er 
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fedeurs femblables C M n > C P i donneront C M : C P : : 
d j : Pi 5t=(ix=s ■ Submtuant ccoc valeur ic dx 

dans réquadon qu'on vient de trouver , Ton a ■■ ' 

j 

, ou a {^ =s -^F— — jéquauoft 



de la courbe* 

R B M ÂR Q c B. On peut voir par là que pour déterminer le 
maximum ou le minimum dans ces fortes de courbes, il faut, 
fî Ton a réquatioo par rappon i un arc dëcrît d'un rayon 
variable , ia changer en une autre dans laqueUe l'arc dx foit 
Mécrit avec un rayon confiant , intégrer enfîiite & voir fi en 
ajoutant & en retranchant Tare dx ^\cs ordonnées croiflènt ou 
décroiflènt en même temps. Dans le premier cas , l'ordonnée 
eft un minimum ; mais elle efl maximum dans^ le lecond cas. 
Si les ordonnées croiflènt d'un côté & décroiflènt de l'autre , 
on n'a ni maximum ni minimum \ mais feulement la courbe 
de concave devient convexe ou réciproquement , & l'on a un 
point d'inflexion; 

5 p. Problème. Déterminer le maximum ou te minimum 

y f d y 

dans la courbe dont l* équation ejl dxzss ■■ ■ ■ ■ , 

en fujffofant ix un arc décrit avec k rayon variable ^^ 
TxanQ>ortez l'équation i un arc décrit avec le rayon a eo 

faîikmj: dx :: ar d^^ d'bd l'on tire i;r=s ^ . 

'm 

î = — (*^— ^J')'',7*=tftf — yyjainfi 5 eft = + 
V {a a — j^y)y ce qui fait voir que rare j efl =0 lorl^ 
quej^=stf, & imaginaire fi j'> a. On a auflî^* =rf a — î*,^= 
V(»«tf— ^;ç) = V(<«<«— oo)t=:tf, locfque l'ordonnée y 
efl la plus grande poilîble. Si on fubftime o-f-^^^ouo — (/^ 
àia placeclef 9 l'on a y =8 V(<«<t — rf^'X y aa^y donc 
r ordonnée a eft xin maximum. 

Pour déctire cette courbe , on prendra un rayqn C A = ^ 
(fig* 41)1 &vec lequel on. décrira un cercle. Prenant le 

G3 
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point A pour rorigine des arcs 7 m A P, A p , o» tirerai 
les rayons C P, C p & prenant C m == V ( <«<« — ??)><>» 

{Prenant Cm moyenne proportionncHe entre a '■k^^Sca -^« ^ ^ 
e poiDt m appartiendra â la courbe. De même' prenant C/t 

^^{aû'^-'Af )f\t pGbint n appartiendra aufli i la courbe. Si 
l'on prend l'arc A^ 3= it = C A , l'on auraj^= V (•« <* — *? î ) 
r^ V o as , ce qui prouve que la courbe paflè par le cen-: 
tre C du cercle générateur. On voit aufli que la tangente A T 
eft perpendiculaire au .rayon C A. Si eu fuppofànt Tare d f 
éicnt avec un n^on oc^nftant ss a^ 00 avoit l'équation d^ . 

py, • — —7 , en fiippofànt ij = o. Ton auroit 

^^s««i.tfi)TBs;o, jF> ss tfS, y sstf. Haïs en intégrant» VoUé 

aî = S.^^dj.(^J — tf'rT= v()fJ — tf»)l Puîfque 
2; = o lorfijue jf =3 « , â la place de {» écrivez o-f- ^ {, & 

wous ftoresjf sss[a*'^ ^ d^^ )"^. Mais en écrivant o — rf{ 

l'on ay3=(tf* — y,J^*)T,la première valeur eft plus grande 
& la [econde plus petite que a ; danc Fordonnée ^ n efl ni 
maximum ni minimum. Il n'eft pas maintenant difficile de voit 
comment il faut s'y prendre lorfque dy cil infiniment plus grand 
que dx* 

60. Problème. D^un point donné 'Su fituc fur 
Taxe JCunc courbe , mener à cette courbe la puis courte 
lignel^Mqu*ilfoitpoffibU (Jig. 42 )# Soît AL=:^, 

AP=Ar, PM=^: donc PL = * — ;y î 
mais le triangle reâangle M L P donne C M L)* 

t= ;f { , en fuppbfknt ML == r. Si Ton regarcfe ç 
comme Tappliguée d'une courbe , & qu'on faflTe 
^^=odans le cas du minimum^ on aura— 2 ^^a: 
4- 2xàx H- 7,ydy = 2 ^ • ^/r = o, j^i/>f 
ts=zb d x^^xdx i^xi tranfpoiant & diyifant par2 ) ; 

donc J^4^ »-* — Jt « P L. Or C feloo ce 
qu'on a vu d-dcflusj ^■ '^/^ ■ «ft la formule de 
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la ibus- normale ; donc F L eft la norm^ç. Si du 
point C fitué du côté de la concavité de la courbe , 
on vouloît menerk plus courte ligne CM, avant 
tiré les lignes CÊÈ parallèle & C/ perpencfiçuT- 
laire à Taxe, je ^ Ap ==/, Cp?=sm¥s=ac,Sp 
j*aiMi7?==y — c,*C»a==:/P5s=/'^T- XI Se faifenj 
CM ?=p{, il vient'îî = (Mm y -^(Cmy^y- 
-*— :2cy -+-C* -+•//— ^/^ H- xy. Dififérenciant 
9c fupppfant di ==0, fai 0=?= 2y dy -^ ncdy 
^'^afdx^tixdx'y tranlppfaaot & divifant par a> 

îlvîent4/j^X iy'^c)^=:^dx X C/— ;r), -^ 

\ en multipliant tout par y , Ton 



a - "^ ^ . szs ^ . 5 dou 1 on tire M jw as;; 

y — c : C/WŒï/— a::: vasiPM: PL=^; 

donc C M eft normale. 

Si le point N , duquel on veut mener la plus 
courte ligne eft hors de la courbe, ayant abaille 
le perpendiculaire NB , je fais la ligne connue (Je 
point N étant donné la diftance dé ce point à Taxe 
eft cenfée connue) N B = c, A B ==/, & menant M/2 

parallèle à Taxe AP, j'ai M/z :^BV ^ x — /, 

N « = c — y, & faifant la ligne N M »= C 5 il vient ^ 
=(N«/^p-(M«)^ = (c— j^)*-HC^--/)VEfi 
différenciant. Ton ^2[di^=B^-^^dyi€ —y ) 
-^adx Y. {x — /). Faifant i/;[ =0, divifant 
par 2 & tranfpofant , d x y. ( x — /)= dy Se 

ijf x—f ydjr - {x—f).y 

^*où Ton tire c-^y =;s=N;2: x -^f^n M : : j^ == 

G4 
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M P : P L =t •^— ; donc la ligne N M eft normale^ 

dx ° 

Si la courbe avoit une feo^de branche A^^ 
dont les points correfpondans^wbeux de la bran- 
che A M fuflent également éloignés de Taxe A F , 
il eft vifîble qu'alors R s normale à la branche A 5 , 
feroitla plus courte ligne qu*on pourroit jmener du 
point K fîtuéaU'defTous de Taxe, à la branche Ax. 

Corollaire. Il eft aifé de comprendre que fi 
la ligne A M étoit droite au lieu d*être courbe , la 
plus courte ligne qu'on pourroit lui mener d*un 
point quelconqueL , C, N fe^oi^la perpendiculaire. 

Pour réfoudre un grand nombre de queftions qui 
dépendent de la méthode des maximis & minimisa on 
exprimera par une fondion dex (*) la quantité qui 
doit être un maximum ou unOT/2£/7Ztt/72;onla fuppo- 
fera enfuitç égale à une puifiance de ^^ , que Ton 
■différenciera en s'y prenant comme fi l'on vouloit 
chercher la plus grande ou la plus petite appliquée 
xi*une courbe. 

61. Problème. Trouver un reclangU qui fou U 
plus grand de tous ceux dont la fomrne de la bafe & 
de la hauteur eji la même 6» =2^. Soit .r , la bafe 
du reâangle cherché , retranchant xAq 2.a , Ton 
aura la hauteur =2<z — x ^ qui étant multipliée 
par Xy donne 2a x — xx^ ftirface du reâangle 
cherché. Je fais cette quantité =iyy ; donc en 
différenciant & faifant dy =^0 j Ion a 2 a d x 
^-^2xdx=o,2 a=:2x^ dcat=x; doncla bafe eft 
: égale à. la hauteur , & le reftangle fe change en un 
quarrédontle côté eft = /z moitié de la fomme^ a. 

Remarque. On peut voir aifément que le 



(*) Une foa^on de x cil une expreflicm dans laqucllp neu- 
tre , (bic qu'il y ait des confiantes ou non. 
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réfliltat (croit le même , en différenciant 2 a x — xx 
& fuppofant fa difFérentielle = o. Ainfî on peut fe 
dilpenfer d'intrody^re y • 

Corollaire. Si 2A repréfente une ligne 
qu*il faille partager .en deux parties x ic2a — x^ 
dont le redangle doive être le plus grand poffible , 
on trouvera que :t = ^ , c'eft • à - dire , qu'il faut 
partager cette ligne en deux parties égales. Si 2 ^ 
repréfente un nombre qu'on veuille divifer en 
deux parties xiL2 a — x^ de manière que le pro- 
duit 2.ax — XX foit le plus grand poffible , Ion 
aurajir = <2, c*eft-à-dire, que les deux parties 
ieront égales y & chacune fer» la moitié du nom- 
bre propofé ; de forte que fî ce nombre eft i i , 
les cleux parties feront chacune 9= ^ , & le pro- 
duit 3 6 liera le plus grand qu'on puifle faire , en 
prenant pour produifans les deux parties de 1 2. 

Si on doutoitque le réfultat fût un maximum om 
un minimum , on fubftituerQit a ^dx dans Tex- 
preiHon 2 a x — x ^==y^5 & Ton auroit 2 a* -H 2 ^ <te 
-T-^a — 2adx — dx^ =taa — dx^. Subftituant 
enfuite a — dx au lieu de je , Ton auroit ' 2 aa 
— 2 adx '^ aa^ 2aHx — dx^^=:aa -r- dx^^ 
donc puifque les deux réfultats font tous deux 
plus petits que aUy qui vient de la fuppofîtion 
de ^j' = o , on a trouvé un maximum. 

62. Problême. Infcrirc dans un cercle le plus 
grand re&angle poffibU, Soit fuppofé ( fîg. 45 ) 
AB/ï/72, le reftangle demandé, ayant mené les 
diamètres FG, hi parallèles aux côtés du rec- 
tangle , ce reftangle fera divifé en quatre redan- 
gles égaux C) » dont Tun fera LCgB; ainfî fon 



i^ 



(*) Car un diamètre perpendiculaire â la corde d'un cer- 
cle^ la divilib en deux également. (Voyez la Géométrie). 



\ 
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quadruple fera évidenunent égal au redangle cher-r 
ché. Faifant le rayon du cercle =a Se comptant 
les abfcifTes depuis le centre , l'ordonnée B g £br4 
— yr^aa —xx),&c le red^gle BgCLfe- 
ra = *>/'( a a — x x )y dont le quadruple 
j. X l/^(aa — xx)=ix }/^(aa — xx), en iiippor- 
lknt4=aK^, fera le plus grand reâanele cherché« 
Différenciant cette quantité & fuppomnt la diflfiî» 
xentielle = o , Ton aura bJx y (àa — xx} 



_ I 



^-^bxxdx^aa — xx) "'^œo^ouendivifantpar^^jr 
&tranfpofant,l/'Ctf tf — xxy^szxx.Çaa — xxy^i 

multipliant tout paî* ( a a — x-xy , il vient a a 
■— X jc z=:xx.{ a a — x x^ =: x xi donc a a=s 

axx, X* aes ^ AT = j/* . Subftîtuant 

cette valeur dans 40: V^ (aa — x x )^ il vient 
^l/'Otftf — ■ — r-) x-tl = BAw2«,&ronaBgï=a 

f/^(aa'^xx)i=:y^(aa — '-àa) zx:zy^^H=zx; 

donc le reftangle B g^ C L a fesdeux côtés Bg,Çg 
égaux; donc ce reâangle & parconféquent fon 
quadruple, eft un quarré; donc le plus grand rec-. 
tangle qu*on puiflè infcrire dans ufl cercle, eft le 
quarré, 

63. Remarque, La valeur de r, que nous, 
venons de trouver , feroit la même , ù avant de 
différencier on eût ôté le multiplicateur conf- 
tant b. Ainfî on peut en ufer de même toutes les fois 
qu'il s'agit de trouver un maximum ou un mini- 
mum. En efet , fuppofons que — y r^préfent^ 
une quantité qui doive être un maximum ou un 
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minimum , Ùl différentielle , en feifant dy ass: o» 

If ^ 

fera -—. dy 5=5 -~ X o = o, la même qu*oa eût 

trouvé en ôtant les fafteurs a & — ^. Si cette diffé- 

b 

rentielle ejl fuppofée — dy = — /^~^ , — , & 

qu'&Iors on fùppôfe ^j^ = 00 , Ton aura ( ^ — xy 
==0, tf — jc=:o, a:==<j:, la même que ûy feul 
eût dû être un maximum ou un minimum ; on peut 
donc avant de différencier ôter les multiplicateurs 
& les diyifeurs conftans de la quantité qui doit 
£tre un maximum ou un minimum : ce qui fert à fim- 
pliEer le calcul. 



^4. Proslèmb. Trouver Ia plus courir ligne F if 




AF=x, onauxa(FD)*=(AF)^-f-<AD)»=(AF)* 

des triangles femblables FAD & FBM, on aF A : FD u 
PB : FM, ou xWiii'+'Xx) :: fl-f-Ar:FM=-- 



cîant, il vient dy =3 X v(ii-f-«:t)-f^ 

r 4 «X. jy \ I 4L 4 X - 

éixix ^kx4 :t 

H" ~r — ' • En réduîfant au même dénominateur, 

* V { ^y-^xx) 

'~'tihhix^Mxx4x'^étxxix'\'Xxx ix 

Ton a dyss. ■ * *- ?— ^ ' / * 

Rédai£uit& ruppofattit d^p'atiO) ôtant le déiMmiosKur & divilàat 

parrfjc, il vient — a ft 5-f-x' =r=o,:vî = tf Jî & Jif=s y tfSJ. 
^i donc OA cherche 4eux moyennes proportionnelles estre h 
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& « , la première fera = x (*) ; prenant donc A F éçaïc à 



cette 
& 



tte première moyenne propomonnelie , par les points F 
D , on wtra F D M , qui fera k ligne chercKée. Si dans 

lexpremon ■ zssdr 

= ■ ■ on fuppolb dy infini , Ton aura 

5r* y/{bb'^xx) =0, hb-^xx^iOy xx =: — bbyXss 
+ V ( — bb)y quantité imaginaire qui feit voir qu*il n*y a 
a pas d'autre minimum que celui qui eft indiqué par x =s 

^{abb). 

Remarqtje. Pour avoir x , on décrira autour de 
Taxe A M ( fig. 45 ) avec un paramé tre = b laparabole A D P^ 

h 
prenant A B = & menant B C perpendiculaire â Taxe A M 

Ife = , du point C avec le rayon C A , on décrira un arc de 

ccrle A N D , qui rencontrera la demi - parabole A P en un 
point D j & l'ordonnée D M fera = x. En effet , D F = D M 

r- C B = ;if — . Mais par la nature de la parabole , A M 

X3=(DM)», ou (AM)=-Il-idoncBM= 

^ — T — • Et parce que CF = BM, l'on aura ( CD )* 
s-(^— j-4_( — ) ^ quantité qui fe réduit 

2 2 o 



«^ x^ y 



2 



à— fl^H f- _« ^ . De plus, CD;=CA, 

A bh j^ 

& (CA)»=(AB)»-t-(CB)^=— -H^jdonc — 

44 4 

■-^ — ■ I ■ - — 

V") Soit X la première , Ç la féconde moyenne proportion- 
nelle cherchée j donc on aura -rr 6 : îc : Ç: a (voyez le 
calcul );& i? 5 xJ ::i : a,i^a=;tf*i, *' = J*a, &x=s 



■taa 
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** ** «« it» 

H- - = — a:fç^ — — H f- j ^onc 

tranfpofanc & r^duifam, ■■■ = ax^ x* = hbax, x» 

3 

Remarque. La prdgreffion-^ ^ : :»: : ^: « ( dernière note) 
^oiine b : a:: b^ : x^ , Se en renverfant la proportion, x^ : 
b^ :: a : b'y donc ûa ta double , ou triple , ou quadruple , 
&c. de Z> , le cube de jc fera double, ou triple , ou quadruple, 
&c. de celai de b j donc on peut facilement réfoudre le pro- 
blême de la duplication du cube par le moyen du cercle & de 
la parabole. 

^^* P KO BL Ê*M E. Infcrirc le plus grand triangle 
poffiblc dans un demi - cercle ABm {fig. ^€ ). Soit 
le diamètre Kmr =z a^\ & le côte AB == :c. 
Puifque langle B appuyé furie diamètre eft droit, 
le triangle A B 772 fera redangle, & Ton aura (B/tz )*• 
t=z{Kmy—(^ky';&m=Viaa—xx) & le triangle 
AB/w fera = 4 AB. B/n=i xVi<^<t — xx)^ 

dont la différence égalée à o , donne x 

l/'Ctftf,— XA;)+i.ijrx — 7.x dxY^iaa — xxf^ 

dx . xdx 



2 2V('Ï<« Xx) 

O, ou en réduifant au même dénominateur, 

aad X — z X X dx . 

dy=zO*, donc a a — 2xx 



z V { aw^xx) 



a a 



5=0, tfa = 2x;«;, J^Ar=5 — , x zss a l/' ^ 

Subftituant cette valeur dans B /n = f^ ( ^ ^x — x x ), 

Ton zBm =?V^( ^ )^aVkt 

donc B A =5 B OT, c*eft - à - dire , que le triangle 
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ifocelle eft le plus grand qu'on puiflè infcrire dans 
un demi-cercle. 

Si on fuppofoit dy « _-_--__-=.oo i 

Ton auroit 2}/'(^<i — xa: ) = o, «h — «^ArsaBO^ 
ma^sx X, azssx; donc le côté A B feroit égal 
au diamètre A m , avec lequel il fe confondroit ; 
& par conféquent il n'y auroit point de triangle , 
ou, fi Ton veut, le triangle feroit =0; ainuon 
ne peut avoir aucune autre folution admiflîble 
de ce problème que celle qu'on vient de donner. 

66. Problème. Infcrire dans une fphèrc un 
cône dont la furface convexe foU ta plus grande pcf* 
Jible {fiç. 47 ). Soit le diamètre de la fphère =s a^ 
la hauteur AD (du cône cherché C A /w ) =aas x\ 
la furface convexe de ce cône étant égale au pro« 
duit de la circonférence décrite du rayon D C mul- 
tipliée par la moitié de A C , & les circonférences 
étant dans le rapport des rayons, la furface cher- 
chée fera proportionnelle àCDxAC. OrAC = 
^{a.») & CD=s x/'^ax — X x)y comme tout 
le monde le fait ; donc AC. C D = l/'-a x x 
^^(tf.j?— ^*)= V^Ca** X — ax^)'y doncpuiC- 
que cette quantité doit être un maximum, (on 
quarrétf*x:i? — ax^ le fera auflî; donc 2a^xdx 
•— ^ax^ dxi=^0, 2a'^^x =0, 24=s3JKr,& 

X =1 ; ainfi Taxe du cône cherché doit être 

les deux tiers du diamètre de la fphère. 

Remarque. Dans le dernier problème^ nous 
avons pris la différentielle , non de la fur&ce du 
cône , mais d*une quantité proportionnelle à cette 
furface ou qui étoit en raifon donnée avec cettje 
furface ; or c'eft ce qui eft toujours permis dans 
« le cas du maxiinum ou du mmimum » car ibit fuppofôs 
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Utie quantité quelconque c jp — x^^y» dont on veut 
avoir le maximum ou le minimum. Si au lieu de 
difierencier cette quantité, je différencie la quan- 

b • 
tité — (^cx — *' ) , qui lui eft proportionnelle, 

ou qui eft à la quantité propofée dans le rapport 

de tf i b^ puifque Ton 3. a: b ii ex ^^ x^ i . 

X ( cx-^x^)^ Ton auraC ^5 ) la même valeur de «• 
Cette remarque peut être utile dans plufieurs cas» 
6*J* Pboblême. Sur U droite Am comme hypothinufe^ 
confiruire U plus grand triangle reSanglc pojjible ( figm 
4^)* Soit la droite A /72= a , le coté AB=: :c ; donc 
rautre côté fera z=y^(aa — xx), & multipliant 

par Bm^ Ton aura — ycl/^(aa — xx) 

pour Texpreffion de la furface du triangle ; donc 
en opérant comme ci-deflus (6^) ^ on aujra AB 

sBcBm^=s:|/^ ; c*eft-à-dire, que le plus 

grand. triangle cherché doit être ifocelle. Donc fi 
fur le diamètre A/w on conftruit un demi-cercle 
& que du milieu B de ce demi -cercle on tire les 
cordes B A , B m , on aura le triangle cherché. 

68* Problème* Infirire un cylindre bnmf(^^ 
48^ dans unejphire^ de manière qu% ce cylindre ait la 
plus grande furface convexe poffible. Soitle rayon C tf de 
la lpnère=tf , & fuppofons que Yp répréfente Taxe 
thi cylindre, CP étant=;r, lonaura (P/w)* =iz^ 
*-%r x^ parla propriété du cercle ; or la diçonfereoce 
dtt cercle décrit avec le rayon P/w , eft comme cette 
ligne. De plus , il eft vifible qufe P/? = 2 :îi: C car fi du 
centre C on tire C 5 perpendiculaire fur « /tz , /r /nsss: 
/'P, fera coupée en deux également en 5); donc la 
quantité 2 x* )/*( a a-^^x x)t^ proportionnelle à la 
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iurface convexe du cylindre cherché; ainfi en faiiant 
yzszax.l/'^aa'—xx'), o\xyy^=^xx aa — ^x\ 
Ton aura 2j^ </j^s=:0=8 x.aadx — 16 x^dx^aa 

a a 

*^2xx=ss0, aar=z 2xxy x^^sx ^&cx7=t 

\/' . Prenant donc CP = »/*• , ou 

prenant CP moyenne proportionnelle entre a 

& — , Ton aura le point P , par lequel menant 

l'ordonnée P w , le cercle du rayon P m iêra la 
bafe y SfcVp Taxe du cylindre cherché. 

Remarque. Si la courbe Amfb étoitune ellipfe 
dont le demi- grand axe fût= ^i , & le demi* petit 

axe =^, Ton auroit P/w= y^(aa-^xx); 

a 

& multipliant cette quantité par 2 Xy le produit feroit 
proportionnel à la iurface au cylindre infcrit dans 
1 ellipfoïde. Or, ce produit eft en raifon donnée avec 
celui que Ion vient de trouver pour la fphère ; 
donc (remarque du n^ 66) on trouveroitla même 
valeur de jc.L*on trouveroit auflî la même valeur 
de ;t: , s*il s*agiflbit d'infcrîre le plus grand reftan- 
gledans une ellipfe 5 car ce redangle feroit=2P/7ï 

X 2:c=4x — V^(aa — mx\i donc on aura le 

plus grand redaTjgle qu'on puiflè infcrire dans une 

ellipfe , & le cylindre de la plus grande furface 

.convexe qu'on puiflè infcrire dans une ellipfoïde, 

en prenant C P=:r î=; \/^ — . Subftituant cette va- 

leurdansceIIedeCP/w)*,.ona(T/72)\= x 

a a i 

5= ' , & p /72 = K — ^— 5. qui eu moyenne 

proportionnelle entre b & "*— .* jyj^^ 
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MIkislafoUdité du cylindre infcrit dans la fphère 

étant propottionaeUe à 2 x. P /w au à 2a a x-^ 2x^; 
pour avoir le plus grand cylindre qu'on puiflè 
infcrire dans une fphère , on égalera à a k diflFé- 
rentielle de cette quantité , ce qui donnera 2aàdx 
— 6x^dx=:0.yX=s=:i/'C'pa),8c2x=2.}/'(f.a). 

Telle fera la hauteur du plus grand cylindre quo/i 
peut infcrire dans une fphère dont le rayon = a. 
A regard du rayon de là bafe ., il eft ailé de voir 
que Pm eft alors == y^(i^. a). 

é^. PROBLEME. Dmfir tint ligne AB (fig* 49) 
€71 deux. parties en c, de manière que le produit de 
^Ac^^ par (^ch y fait le plus grand poîjîble. Soit 
la ligne Ab=sa ^ Ac =5 xi donc c ^ =. ^' -^ x; 
donc en faifant y = ar'"(^ — x )'', Ton aura dy = 
0=zm x'^"' dx X (a — xy — nx"'dx(a — a:)""' 
== o;' donc tranfpofant & diyifant par x'^^i x 
{a^ — xY"^ dx^ il vient ma — ^ m x =1 n x ^ ma 

== /7ï .r -+• nx , A? == ; donc fi /t? :acr 2 & 

n= I, Ton a a:= ; c*eft- à-dire, le plus 

grand parallèlipipède ^u on puiflè forAer, en pre- 
nant îK>ur baie le quarré de la partie Acy Si 
pour nauteur k refte de la ligne Ab^ aura lieu, 
lorfq;Ue A c fera les } de la Kgne A b. Si m=^n=zi , 

X fera = — - ; ainfi le plus grand reâmgle qu'on 

puifTe faire avec les deux partiel d^uiie' ligne ^ , 
aura lieu , lorfque ces parties feront égales ; fi a 
pepréfente un nombre & qpioa fep^ofe m r=s ^ 

QC n=i2. Ton aura a: =:-^ .,. $c par confé- 

* * î mm m 

quent c 5 = a — * ;e= -i— "; donc le plus grand pro- 
Tom lu, ^ H 



f V 
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duit qu'on puiflè &ire en divifânt un nombfe en 
deux parties & multipliant fe cube de Tune par 
le quarré deTautre, aura lieu lorfque* la première 
partie fera les \ de ce nonibre , & la féconde les 
deux cinquièmes ; c*eft pourquoi fi le nombre 
donné eft lO , la première partie fera = 5 , & la 
féconde =49 & le produit du cube 2i5 par le 
quarré 16 ou 3 45*6 eft le plus grand produit 
qu'on puiilè faire de cette manière. Si n étoit un 
nombre négatif , la quantité otT {a — xy feroit 
alors un minimum. Par exemple, fuppofant m =5 
&/!=:= — 2, Ton auroit a: == 3 tf , & *'" (a — ^)« 

-a % -jaaa 27 a 

r=(3 tf )'.(— 2tf) = = -__,qui 

^ -^ 44»! 4 

feroit un minimum* Si « a=: — l & m c= 2 , l'on 
-mra — » qui, en fuppofant x =t: • = 

a tf , devient = • ses — == — 4 tf. 

Boiic alors le point cherché Cfe trouvera fur le 
prolongeinent de la ligne A ^ , de manière que A C 

fera=2/7s=t ■ = 2 à. Si on fuppofe le dcno^ 



ma 

tninateur a-^xsssiOy Ton a 



= 00 ; donc il y a un maximum pour ce cas. En 
effet , fi l'on fuppofe x moindre ou plus grand 
<iue tf , fon trouve luïe quantité plus petite qu'en 
fuppofant a: =c=tf. ' 

70. Problème. Divifir une ligne a en trois parr- 
tics J=^x^ 5 == i , C=:a -^ x > — i telles que leur 
produit g = a;'" f ( tf — a;— { y foit le plus grand 
pojjible. Je différencie le produit g^ en regardant 
d'abord ;;; comme confiant, & j'ai mdx^ *'""' <* 
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Divifant par dx x"^""^ ^^ x,(tf —Ji»— ;()'•-% il vient 
m.X^ — :v— [) — r^=; p , doû Ton tire a: =: 

•^ — Cette valeur de x étant fubftituée 



m a 



dans le produit ^ , donnera en ôtant le feôeur 
confiant, î' (tf — t)'""*■^ La dilfèrentielle de 
cette quantité étant divifée par ^^[. ^ « " * & égalée 
à o, donne n a^^ n\ — /w;^ — r ^=5 O, ou r 

-. Subftituant cette valeur dans celle 



na 



m a 



de *r , Ton trouve A =5= 1 .Subftituant 

la même valeur de ;[ & ce^ de x , que nous ve-. 
noos de trouver dans celle de C, ona C= Il 

Sim=:n=r= i^ les trois parties feront égales , 
& chacune fera le tiers de la ligne a; c'eft la 
même chofe s'il Vagit d*un nombre. Si Ton veut 
divifer une ligne ou un nombre a en quatre par- 
ties A=Jt, B = ;[, C=a=îtt,D=a — x — -^ — u, 
telles que le produit de A'" B" C'^ D% foit un plus 
grand, en faifant /» -+-72 •+• r +j sss /, on aura 

t ^ t ^ t ' 

^; de forte que les parties de la ligne ou du 

nombre a foat entr'elles conune les expofans de 
ces parties; ce qui a lieu, quel que foit le nom- 
bre des parties. Si le nombre donné eft = 5 , & 
que ira =3, ^==72, rz^i ^ les trois parties fe- 
ront 3,2,1, & le produit du cube de la pre- 
mière par te quarré de la féconde, & la première 
ipuiflance de la troiiiémô fera iss 10 8 , qui eft le 

• Ha . 



^ ( 
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plus grand produit qu'on puifTe faire avec les trois 
parties de o ^ ^fl multipliant le cube de la pre-^ 
iniere par le quarré de la féconde , & la première 
puiilknce de la troifiéme. 

On peut remarquer que lorfque la quantité 
cherchée répond à plufieurs inconnues qui dé- 
pendent Tune de Tautre , on peut les fuppofer 
l'une après l'autre variables & les autres confrantes ^ 
& mettre les valeurs trouvées dans la première ex- 
preffion jufqu'à ce qu'il n y ait qu'une mconnue , Se 
alors on trouvera la quantité cherchée par la mé- 
thode qu'on a fuivie dans le problème. 

71. Problîmé. De tour les triangles qu'on f eut conduire 

Jur la ménie bafe hmtf de même j^érimitre , quel eft celui dont 

lafurface ejl laplus grand^^kfig. 50 )? Soit le péninêcre=: xp , 

labafè Am=a, le côté A^sax , le côtéi infcra= ap — a, 

*— X. Or (felon ce qu'on a di; dans la Géométrie) la furfacc 

cherchée eft = y/ p*{p — a), (p — x). (aH-jt— p). Sup* 

fofant cette quantité = y 6c quarranc , il vient p x 
p — a) X{p — x) X («-4-X— p)==j* ouenexprirnant 
le logarithme par L & (e fouvenant qiie la fomme des lo- 

Eirichmesdes produifans eft égale au logarithme du produit, 
.p-f-L.(p — a) •+■ L. (p — Jc ) -f- L, (a -♦- jp — p) 
ss % h,Jt 6c parce quep 6c a font ies quantités çonftantes^ 

—-'dx ^ dx idy 

s= .»,-...^ s= Q ^ eD^ fài£uat J/ 



= : donc " t- ■ ■ " ■ . . ■ «^ X 



I ' 

%x^ ainfi fescôtés Ai 4c bm fbntég^iiz, ^e triangle chei> 
ché eft i£>ceUç. . 

Corollaire. Donc entre tous les triangles de même 
périmètre i p » celui qui a le dIus de fur&ce eu équiktéral. Car 
ûAmh eft le triangle chercné, quelle que Ibie fa bafe A m, 
les deux autres côté doivenjt. éaè é,^aux , félon ce qu'on vienc 
de dire \ donc ea appellant » x' cette bafe, a^ — 1 ac fera 
rexpre/Tion de la (baunedes deux aatres.câtés , 6c p — xCct^ 
reypreiCon.de chacun de ces côtés. Donc lafurfacejK feras» 



«MMl 



Calcul différentirl. 117 



2i)l 2 <i* zi^ 



:• L. 



iw«b 



2 









p— 1 x; 



= — 1_ & 1X = 



^«—2* 

1 donc la bafe eft 



1 • « J 

r 

le tiers du périmètre » & comme chacun des autres côtÀ 

triangle doit être équilatéraL 

7:2. Problême, Entre tous Us paralltllpipÙèî 
égaux a 'ufi cube donné b^ & qui ont pour un de 
leurs côtes la ligne a ^ trouver celui qui a la plus petite 
furface. Soit x l'un des côtes cherchés , le pro- 
duit tf. X fera égal à une des faces qu'on peut cop- 
fidérer comme la bafe ; divifant la folidité b^ par 

• Multipliant 



b^ 



a X 



la bafe ax^ Ton a la hauteur 

cette hauteur par à & par jc, on aura deux pro- 
duits, dont la fomme fera la moitié de la lurface. 

latérale ; donc ^ ;c -h — '- — -+* -^ cft la moi- 



tié de la furface. Egalant à o la différentielle de 
cette quantité , I on a tf a :i: — ^^-- = o^ 



hi 



x" 



a 



,* = K 



XX 



; donc le 

a 

-— ^;donciin 



a a X X • a 

a & les deux autres, font chactin==8 



côté — ^^— aa» V^ 

a X 

des côtés = 

a. 
j^.Vrobl^me. Entre tous les parallélipipides égaux 

au cube b^ , . quel e/i celui de la moindre fut face J^ 

H 3 . 
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Si on nomxne un des côtés x , chacun des autres 

fwa !/*• ^, comme il fuit de ce quon vient 

de dire (*); ainfi eh prenant la fomme des produits 
des trois côtés ,.ron aura la demi -fuperfacie (*0 

hi b^dx h^dx 

donc :«:* = l/^C ^5 ^ ) , x^^=^b^ x^ x^=zb\xz=hy 

donc le côté jp = ^ ; & comme chacun^ des autre» 
eft =V— == i^Jl-^Vb^^b\ ileft vi- 

X . ù ^ ^ 

Cble que le cube propofé fatisfait à la queftion. 

74. PnOBLÊiMlE. Entre tous les cônes qui ont 
la mime foUditi donnée , trouver celui de la moindrp 
furface convexe. Soit y le rayon de la bafe, x la 
hauteur , y {y y -^ xx) fera le côté du cône ; & 
faifant t i cii y i cy^x:>n aura 1^ circonféîreïîce du 
rayon j^, c étant la circonférence du rayon = 1; 
donc cy \^ {yy -^-^ x x) fera comme la furface 
cherchée , que je fuppofe = ç. Donc en omettant le 
faâeur confiant, ;f* = j^* -+- x x y^ ^ différenciant 
& fuppo(ànt di=o , Ton a 2 i.dii=i o =4y^ dy 
^±xyydx -h 2x^ ydy. Maintenant la loliditc 
étant comme le produit de la bafe* ( qui eft comme 
le quarré du rayon ^^) & de la hauteur , Ton a la 
folidité proportionnelle à xyy. Mais la folidité eft 
confiante par la fuppofition ; donc la différen- 
tiellç de^^ X fera ==: o ; ainfi 2yxdy 7^- y^ 4^ 

Î*) Il n*y a qu*à changer a en x, 
** ) Car pour avoir la furface totale , il faut doubler la bafe 
& preadre deux fois le produit d'un côte de la bafè par la hau-* 
teur ^ à caoic des deux faces oppofëcs égales. 
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«=o, ^</:«ra=:— 2x dy^ Subftituant cette valeur 
àiQjrdx dans la différentielle de la furfece , Ion 
a^y^ dy —/^x^ y dy + 2. oô^ y dy :=a=^o ^ OU4J/* 
-— :2^*:i2=o,4j^*=2 Ar% 2jv^ = X X ; donc le 
quarré du rayon de la bafe do^ être la moitié 
ail quarré de la hauteur. 

• Si étant âonnit la foliditci dun vafc cylindriqm 
rempli dUau ^ on demande quelles doivent être fes di* 
menfions pour qtiil contienne une quantité de liquide 
donnée , fa fuiface interne étant la plus petiu poÛi- 
ble ^ oh fera = a^ la quantité donnée de liquide, 
ou la folidité ou le volume de refpacc intérieur 
du vafe , jc le diamètre intérieur , ç la hauteur 
intérieure , & le rapport du diamètre à la circon- 

^érence = i :c, La bafe dii vafe fera donc — — — -^ 

4 . 

fa capacité =5 ay s» , &la furface concave 

csic x[. A caufe de à^ = -^ 1— , ou» de ;f »« 

4 

, on aura ex [=> .- Or la (iirfacé 



4«^ 



c x^ 



c x^ 



de la bafe eft = . ; donc la furface cher- 

4 

chée eft -+• , qui doit être un 

^ 4 

. .* • r t>. ' '^ 4a^ dx cxix 

minimum ; amii 1 oq aura 



AT* " 1 



C X^ \ 

= O OU — 4a^^ eB=:0 Ou C ;cî 3= "8 tf^ 

OU X^ =ap , X s^ 1 , & î 



Donc la hau-r 



y/ c y/c^ V c jj 



•• ^ 
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teur intérieure <le ce vafe liloît ^txe égale au demi^ 
diamètre de fa hafe intérieure , 6c fa furface 

concave doit être =: — — 4- =z 2aa yc 

X 4 

7y. Problême» Dans un triangle trouver un 
point oJ[jlg. j;i) tel que lafomme des lignes tirées de 
ce point aux trois angles foit un minimum. Dii 
point b je décris un arc de cercle qui pafle par 
le point o cherché ; fuppofant le rayon de cet 
arc confiant & =^, ao:=zy^oc=zx^ j*ai 
g^ y^x y qui doit être un moindre. Dont d y 
-+-i/jr=o, dy:=i — dx'j donc en fuppofant que 
Tare infiniment petit oi, qu'on peut regarder 
comme une ligne droite , repréfente la di£Férencé 
de Tare /o, les parties on ^ ont des lignes ao^coy 
comprifes entre le point o, & ks lignes im^ i/z tir 
rées perpendiculairement fur c o & aoy pourront 
repréfenjer les différences» d^ ces lignes , qui par 
conféquent font égales, ôcTangle noi=^moi C)* 
Mais cesan^es étant ajoutés aux angles droits iob^ 
ior (on doit faire attention que ies angles ion,tor 
fontoppofés aufonunet, & par conféquent ^gaux, 
&qu*ain{î on peut ajouter /br au lieu de ion)^ don- 
neront les angles boc^ boa égaux. En concevant un 
arc de cercle décrit du point ^ , on prouvera de mê- 
me que les angles aob^ aoc font égaux j donc . le* 
angles que doivent faire entr*elles les lignes tirées du 
point Q aux trois anglçs du Jriaxigle, font égaux ; & 
comme ces angles valent 360'' , chacuq eft de I20^ 



(*) Si du quatre de Thypoténufe oi Ton 6te les quarrés 
des côcës on y om^ les racines des refies égaux donneront 
les c6tës . égaux in , im\ donc les triangles o m i, oni on^ 
tous leurs côtés égaux aulS bien que leui:^ angles. 
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Remarque. Le problème n eft pas toujours 
poflîble. Car fi le triangle ^ ^ c étoit ifocelle de ma? 
niere que f angle a ch fût de 140"*, le point o 
tomberoit en dehors du triangle acb; ainlî ilflh^ 
auroit aucun point dans le triangle prop3^ 
duquel on peut mener les lignes oc^ o b, oâ;dfi 
manière que les angles que fbrmeroient ces lignes 
ïbflent de 120*^ degrés chacun, 

76. Problème. Infcr'm dans un cercle le pUiS 
grand triangle pofjible. Si on conçoit plufieurs 
triangles décrits fur la mêçie corde ÂDC fig. ya ), 
il eft aîfé de déterminer le plus grand \ car ayant 
divifé A D en deux parties égales en /w & par le 
centre C tiré la ligiie C/n, qui rencontre la cir- 
conférence* en B, le triangle B AD fera le plus 
grand qu'on puiCTè conftruire fur la corde AD; car 
la bafe éfant la même, les triangles feront comme 
les hauteurs ou les perpendiculaires fur cette bafe« 
Or B /7z eft évidemment la plus grande perpendi-* 
culaire qu on jpuiflè abaifler d'un point quelconque 
de la circonférence fur la corde AP ; donc le 
triangle .demandé doit être ifocelle. 'Soit le rayon 
du cercle = ^ , Tabfcifle C /tz = at ; donc par 1^ 
nature du cercle , m'D:s=l/^ (aa — xx)^ & le 
triangle BAD fera = Ca-t-jc), j/^(aa — xx)^ 
que je fuppofe = y ; donc j^ * = ( ^ -f- a; ^* x 
(aa — x^),&c2yd^ = 0=2dx X (a-+-jif)x 
( aa -T^xx) — 2xdx. ( a -^ x y ==0 ^donc 
2. (a -H X ). (aa — xx ) = 2x (a'^x y ^ 
{aa — XX ) ==i X yi C^-hAT), ou en dîvifant 

a 

tout par aH-A7, tf — ^==^, ^==3^, ^= — ; 

divifant donc C F en deux parties égales en m 
& menant la corde A //z D perpendiculairement à 
C F, le triangle ADB fera le plus erand tringle 
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cherché ; or ce triangle eft équilatéral , & chaque 
côté eft = tfV^3; ce qu*on trouvera aifément, 
en fubftituant la valeur de x dans celle de mH 6c 

4Rblant; car mH =s;y^( a a — jc*)s=:|/'-i r 

4 - 

= f tf. l/" 3 dont le double = ^ v^ 3. De même fi 
on fubftitue tes valeurs de B /^ & de mD dans DB 
= p^(ml>y+(Bm)\ on aura DB= AB =^ 
«• J^ 3. On peut fur la corde A D infcriré un 
autre triangle ifocelle A FD, hors duquel fe trouve 
le centre du cercle; mais celui-ci, parce queC/n 
augmentant ou diminuant , le triangle augmente ou 
diminue j^ n*eft ni un maximum ni un minimum. 

77. PRoiB£.ÊM£. Circonfcrire à un cercle le plus 
petit trianele pcMble ( fig. 5*3 ). Suppofons que le 
triangle Agfiok le triangle demandé , je dis que 
fi par le fommet de langle A & le centre c du 
cercle on mené la ligne A c « , le côté gf fera 
perpendiculaire à cette ligne , & la rencontrera 
en «, de manière que le triangle Agf fera ifo- 
celle. Car fi on mené une autre tangente 5 L A , 

' le triangle Aks fera pluS grand que Agf. Pour 
le prouver , je tire la ligne fm parallèle àsg; 8c les 
triangles si g^ fm i étant femblables , Ton a fi : 

' gi :: fm • ss ; mais f i "^ g il donc fm ^ g s. 
D'ailleurs /i* : ig :: im: si; donc m i> is; 
donc à plus forte raifon iA ^ /i; & partant 
fm y. hi'^gs X 51*. Mais le triangle i/ A eft' 
comm^ le produit ih.fm^ & le produit g s y. si 
cft.comme le triangle ^ii (*)• Donc le triangle 



( * ) Car Ç\ des angles g ^J on, abaîfToit des pcrpendicu- 
iaires fur les cotés cppofés , ces perpendiculaires qui ferpient 
les hauteurs dés triangles , (croient dans le rapport des côtés 
homc^ogiics ( voyez la Géométrie ). 
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i/k'^isg, 3c en ajoutant le quadrilatère A 51/, 
Ton aura A ^ A > Ag/; ainfi Ag^/eft le plus petit 
triangle poflîble. Maintenant pour déterminer le 
point A duquel en menant les tangentes Ag, A/, 
qui , avec la tangente g/, doivent donner le plus 
p.etit triangle cherché , par le point n 8c le cen- 
tre c , ]t mené là ligne ne A &fuppofantrA== jc, 
le rayon ci = tf ; jaiA«=.jKr-htf,/>A=sji? — a. 
Ai = l/'(xx — aa)i or Ab : c b :: An : gn 
^ (à caufe des triangles redangles femblables Abc^ 
Agn) ou >/^( XX — aa) : a :: x -^ ai gn^ssi 

-y— — — — r-. Multipliant cette quantité parx'\^a, 

( X I U ^* 

Ton a le triangle cherché = a. --i — r = v, 

yV= i i — =; 1 L 2ydy 

XX — a a X "-^a 

l*aadx.[x^ aY,{^x — a)'-^aadx*{x"^-aY 

ou3,(^+tf)\C^ — tf)=C^+^)^, j.Cjc— a ) 

x = 2â. Ceft. pourquoi prenant cA égal ati 
diamètre, & du point À menant des tangentes juf-* 
qua la rencontre de la tangente y 72/, Ton aura le 
triangle cherché. Ce triangle eft équilatéral , & 
chacun de fes côtés eft = 2 a V^ 3. En effet , les 
triangles reâangles femblables Kbc, A /2 g* don- 
nent Ab : Ac II An : A g; ou en quarrant & met- 
tant les valeurs algébriques ^aaC) • ^aaii^aai 
(Agy.=^ 12. a a= /f^aa x 3 ; donc Agx= A/ 
=s=2tf 1/^3. Mais C /2g)* =( Ag)* — (A/i)^ 
= i2aa — ptftf = 3tftf ; donc/2gs=aV^3&g/ 

1 ' m - 1 I -• - " - ■ - i ■- 

(*) Le triangle reftangle Aicdonne ( A J^ ss: (Ac)*— • 
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REMARQUE. Dans le dernier problême, on a 
trouvé que le côté du plus grand triangle qu'on 
puiflè inicrire dans un ceicle dont le rayon eft = ^ , 
étoit =: a K^ 3 ; donc le côté du plus grand trian- 
gle qu'on peut infcrire dans un cercle , n'eft que 
la moitié du côté du plus petit triangle qu'on peyt 
cîrconfcrire au même cercle; & partant ces triangles 
font entr eux comme 1 2 4- 

On peut quelquefois rétoudre facilement les pro^ 
blêmes de maximis & minimis fans le fecours du cal* 
cul différentiel. 

78, Problême. Dans un quairilaùre ahfc 
•( fig. 5*4 ) trouver un point i tel que la fomme des 
lignes tirées de ce point aux quatre angles fojt um 
minimum. Le point d'interfeÔion 'des deux diago- 
nales réfout le problème; car la fommemtf-+-mc 
des lignes tirées aux angles a Sec d'un autre point 
quelconque m, eft plus grande que ca j de même 
(mb+ mf) > bi\ ddnc'^&c. 

7p. Problême. Trouver la, plus grande furfacB 
^ue deux droites A M^AB données avec une indéter^ 
minée M B peuvent renfermer {fig. j'y ). Il eft vifible 
que le triangle M AB fera le plus grand y lorfqUe 
l'angle A fera droit ; car il aura plus de hauteur 
que tout autre, triangle atm de même baie qui 
auroitles côtés am^ab égaux refpeâivement aux 
côtés AM&AB. 

80. Problême. Trouver la plus grande furface 
qui puijje être contenue entre quatre lignes données & une 
indéterminée (fg. y^). Je dis que n les droites Afl, 
BCjCPjPD données font infcrites dans un demt 
cercle , dont le diamètre AD foit l'indéterminé> 
elles contiendront la plus grande furface poffible; 
car on vient de prouver que la furface que deux 
*Iignes données avfec une indéterminée peuvent 
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contenir , eft la plus grande , Ic^rque les Ugftes 
données font un angle droit; ainfî à moins que les 
angles ABD, ACD foient droits, ces triangles 
pourront être augmentés fans augmenter ni di- 
ininuer le refte de la figure. En effet jfi Tangle ACD 
n'étoit pas droit , on pourroit augmenter le trian- 
gle ACD., en renaant droit langle ACD; 
• ce qu'on pourroit faire , en feifant tournéç le 
triangle B C A autour du point C ; car ni ce 
triangle ni la furface C P D ne feroient par là 
dimiim&« 

Corollaire L On démôntrerbit par un raifon*» 
nement femblable que la même chofe a lieu , quel* 
que nombre de lignes données Ai, bc^ ^fyfg» 
g B ( fig. J7 ) qu'on eût ; de forte que la furface 
renfermée par cinq droites données «& une fixiéme 
droite indéterminée » fera la plus grande poiSble ^ 
lorfque les droites feront infcrites dans un demi- 
cercfe , dont l'indéterminée fera le diamètre. D ou 
il fuit que l efpace a bfg^ qui eft une des parties 
de la furface dont on vient de parler , fera la plus ' 
grande poffible , lorfque les droites qui la renfer- 
ment feront des cordes d'un cercle ; autrement la 
furface Ai cfgB pourroit être augmentée, puis- 
qu'une de ks parties pourroit être augmentée , le 
refte de la figure reftant le même. 

Corollaire II. Il fuit du corollaire précédent 
que le plus grand efpace que puifle rei^termer axvl 
nombre Quelconque des lignes données , eft une 
figure infcrite dans un cercle ; de forte que fi ces 
lignes font en nombre infini & infiniment petites ^ 
chacune pourra être infcrite & regardée comme un 
arc infiniment petit , & leur fomma comme la cir- 
conférence d'un cercle ; c eft pourquoi le cercle eft 
la plus grande des figures ifopérimitrcs ou de même 
périmètre* 
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iParlons maintenant des maxima & des minima des 
fondions algébriques. Lorfque la fonâion algébri- 
que ne renferme qu'une variable jc, on peut la fop- 
pofer égale à j^ , & différencier enfuite comme fi Ton 
cherchoit la plus grande ou la moindre ordonnée 
d'une courbe. H 

8i. Phoblême. Trouver Us cas danf Ufqutls la 
fonSion x^ — 8 jc"^ + 2 2 Jur* — 2 4^-H i 2 devieru 
un maximum ou un minimum. Suppofknt cette 
quantité =y 9 différenciant & faifant dy = o , 
Ton a 4*' — 24:^* 4- 44^; — 24= </^ ;«;= o, 
ou x^ — 6x^ + 11* — (5 = o, dont les divi- 
fcurs font X — 1^ x — 2, a: — 3; donc les valeurs 
de X font AT = I , Ar==:2, X y=: ^. Si à la place 
de je = I Ion fubflitue i-^dx &c enfuite i — dx, 
on trouvera dans4'un & dans l'autre cas une valeur 
plus grande pour j^ qu'en fubfUtuant i. Donc la 
première valeur de x indique un minimum ; on 
trouvera que la féconde indique un maximum & la 
troifiéme un minimum. * 

On peut voir dans cet exemple que les maxima & 
lesminima(e fuccedentalternativement. En général fî 
la courbe A w ( ifig. yS.) a plufîeurs maxima & minima 
ab y an &c. de manière qu'à l'abfciflè Ka réponde 
un minimum ab ^ il eft vifible que l'ordonnée /^/^ ne 
peut devenir un minimum^ à moins que la par- 
tie A /z/? ne fe foit écartée de l'axe d'une quantité 
plus grande que l'ordonnée ab^ qui eft le premier 
minimurni donc ^ i^ity ^voir un maximum an, 
entre les deux minimum. Il eft donc aifé de voir qu'un 
minimum apne peut être (iiivi d'un minimum , mais 
ij peut être fuivi d'un maximum. Si à rabfcillè 
Aa sn X répond un maximum ab ( fîg. yp ), ce 
maximum ûe peut être fuivi que d'un minimum , & 
celui-ci ne peut être fuivi que d'un maximum ; de 
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manière que les maxima & les minima (quand il y 
en a ^lufieurs ) fe fuivent alternativement. On* 
peut aufli appliquer la méthode des maximis & 
nùnimis ^ quoique Texpreffion qu*on iuppofe == y 
contienne des quantités tranfcendentes. 

82. Problème. Quel eft le nombre qui, divifi paffon 
logarithme , donne un minimum pour quotient ? Soit x le 

Aombre cherclié/ ■» ■■ fera un minimum & — 1— un mâxi' 

L. ir » 

mum* Ainu en failanc =:y ^ 1 on au» — - . 

» »» MM 

s= dfjK, & fupporanc d^^ = o , Ton a — — -^ — li = o , f : 

»» MM 

sszh^x'y fie parce qu'il s'agit ici clés logarithmes hyperboliques , 
fi Ton Ëdc =s: e le nombre dont le logarithme hyperboliques i 

Ton aura xsse', donc fera unmaxmum , 9c ^"^--^ uxk 

minimum, 

X 

S3, pROBLÈMB Trouver un nomlre tel que {xY foit 
un maximum. Soit (*)** =;^ = x'^, en faifant ^ = ^j 

**/ J T dM ■ 

donc L.^ sas If L. AT , = flÇ. L. Jf-f-J. — =98 

^ rf^ L, ;r . dM ^^^ fubftituant .Zll à la place de ig 



sr 



car la différentielle de - = — lîî)}ajnfi enfaiûnti^=ro, 

I t.» 

divifimt par </*.* tran^o&nt, Ion a == ,L-« 

i ' 1 

SB I ou L. tf = X , ou ;c = tf j donc (e)' eft un . maximunu 

* * i i 

Si on fuppofe ;v 5=5 1 , l*on a ;v*= (ï ) ' = i.opoooo, 

Si Ton fiippofe*= i, Ton a {x)'^.= {zy = V* =* 
.1,41411}. Si;tf»},rwa(j )* 5B^i=sx.44a'ijo.SiA?5a4, 
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f oa a ( x)''= ï. 4 î 4 » 1 3 (*) > ce qui fak voir que (e]^ 
eSt un maximum Se non un minimum^ Ain£ dans la courbe 

diont rëquation (èpit>^ == ^r' ^ l'ordonnée correfpondance à 
rabfciffe x = « feroic un Inoximum. 

84. Problème, duel efl Varc x dont lejinus ejt un maxi- 
inmû ? Soit^ x=^fm. x , Ton aura d^ s= dx cof. x , Se fup- 
pofanc djf ssOf il vient cof. ;r =c o. Or le cofînus de ^o* 
dt =: o; donc l'arc cherché ett de po^ > & (bn finus efl égal 
aia rayon que nous fiippofbns = i. 

La méthode que nous venons de donner a cet 
inconvénient, qu'il eft pénible desaflurer dans 
plufieurs cas de 1 exiftence du maximum ou du mim- 
mum 9 & de diftinguer fun de l'autre, il ne fera 
donc pas inutile d'expliquer en peu de mots une 
autre méthode , qui eft celle de M. Eulen Cette 
méthode fuppofe que Ton regarde les quantités 
négatives comme plus petites que ; de forte que 
lêlon cet Auteur , la quantité — 2 eft plus petite 
que — 1 ^ & plus grande que — 3. 

Ainfi quand on parlera d'un maximum néga- 
tif — $ y par exemple cela doit s'entendre de ma- 
nière que •^- j (oit une quantité plus grande 
que — J ^ par exemple , & plus petite qjic — 5 4 ^t 

S'il s'agit d'une fraftion — = -7— ; en fup- 

a X \l ^ 

55ofant dy =0 p l'on aura P=:0 ; de forte que 
î P = xr— tftf, il viendra Jt* — ^ a a = o , ;«:*' 
=:a a,x=a, 8cx = — a. Les valeurs dex , qui 
peuvent donner le maximum ou le minimum , dé- 

pendront donc de l'équation P=o;maisfi Q=o, 

F . 
la fradion — - peut devenir infinie^ Dans ce 

^^ — .—....-■ ■ ■ . - - — ^— — ^ ^ 

(^} Les crois dernières taleu^s de x nç font qu'approchées^ 

cas 
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crias , on pourra égaler Q à.O, & voir , en fui- 
vant -notre méthode, fi les valeurs de x qui en 
réfulteront donnent un maximum ou un minimum ^ 
ou fi dles ne donnent ni lun ni Tautre* 

Mais, dans le fyfteme de MrJÇuler , la fraâion Z. 

• Q 

ne peut devenir un maximum qu*en fuppofànt que 

O • • - 

dans le même cas -^ devienne Un minimum =5 o* 

Or en donnant à Q une valeur négative, cette 
dernière fradion devient une quantité négative , 
qui , félon lui , eft plus petite que o ; donc cette 
fraâion n'eft pas ( en admettant les principes de 
cet Auteur) un minimum dans la fuppofition de Q 

P 
ssO ; & par conféquent — n efl pas un maximum 

dans le même cas. D^lleurs ne s'enfuivroît-il pas 

P 

de-là que la (raâion -^ doit être plus qu'infinie 

... ^t 

lorfque Q eft négatif; puifque dans le même cas ~ 

fera une quantité plus qu'infiniment petite ? Or il 
paroît abfurde d'admettre un tel principe C * ) ; 
car alors , en diyifânt 6 fucceflîvement par les ter- 
mes3,2,i,o, — i , .^-2,>— 3 de laprogrçflîon 
arithmétique 3,2,1, o,— i, — 2, — 3, & cpn- 
fidérant,o comme une quantité infiniment petite ^ 
l'on auroit les quotiens 2,3,5,bo,— -d, — 3,— 2. 

Or — ' 6 réfulte de s & fi Ton prétend que 

-— I eft plus petit que o , 1^ quotient de 6 par — i 

. («) Voyez dans notre Algèbre dans quel (èns on peut dire 
qu*une'*quancité négative c& plus petite ^ue o« 

Tome lÎL I 
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fera plot grand que celui dé 6 par o ( on peut 
confidérer o comme une quantité infiniment pe- 
tite) ou (Sera ^00; donc Ton auroit — 6 ^ oo: 
ce que Ton ne ûuroit admettre. Ce que l^on vient 
de aire peut mettre nos Leâeurs en état de pro^ 
Iher de ce qu'il y a d*)itile dans la/iéthbde de M. 
Euler, que nous allons développer. Mais aupa- 
ravant » nous devons ét^lir les principes fur lef» 
quels die eft foiidée. 

Soit^ une fonâion quelconque dex » qui» en écri- 
vant Jc-M ^ au lieu de x , deviennejr -f- //y ; fi dans 
la valeur àty^dy^ on écrit encore x-W*àia place 
de x^y deviendra j^ 4- i/j'^/Zy devenant ddy^Sclà 
fonaionj^deviendra>r-t-a<ij^-+-i^:KiC onlubftitue 
encore * + ^ jc au lieu de x , ^ deviendra y^dy^ 
a dy deviendra 2ddy,6cddy devieticfrâ dddy^ 
Or cela revient au nïème , que fi on eût d a- -ç, 
bord fubftitué jt •+• 3 ^:t au lieu de * , ou fi l'on f 
eût dkKrcndé troà fois, en fuppofent dx conf- 
iant & confervant tous les termes. Suppofons 
ysAx^s l*on aura d*abordjr-+-rf^=fc(^-+-y^)» 
^s x^ '^^x^dx '^ ^xdx^'jrdx^. Subftitu^nt 
encore x-^dx au fieu de *, Ton ay+dy H- dy 

ddy^ ô\x^^2ydy^ddy :=z(x'^2dxy 
_ (^x^xy^l^x^dxydx^SC^^'^^^dx^ 
4- Jx^, en fuppo(ànt'i/Ar confiant, & ainfi de 
fixité \ de forte que les valeurs qui répondent aux 
Aigmenfetions de jt, font tefles qu on lies voit ici. 



X 

m^dx 

$e^ idx 



y^%dy'^ddy 
j^^^dy^iddy^dddy 
lg^\dx y'^^dy^6ddy'^£^dddy^d'dddy 
&c. 1 &c. 

Il eft aiféde voir que les co-ieflîcîens des termes 
qui renferment quelques fondions dé y^ font le» 
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mêmes que les coefficiens du binôme deNexrtou:. 
par exemple, les coefficiens des termes de la 
quantité qui répond k x ^ ^ dx font l , -H 3 , 
•+- 3 5 •+■ I. En général à jc^-i- mdx répond la 



quanMte jy -4- /w a y -+• : •+• 

^i ^^ -+-&C. Si on fuppoie que m 

repréfente un nombre infiniment grand, comme le 
produit d'une quantité infinie par une quantité 
mfinimeht petite dy peut être fini, mdy pourra 
repréfenter dans ce cas une quantité finie; 8c 
parce qu'alors la quantité m — i eft cenfée=3m, 

le troifiéme terme fera — '- — , dans lequel 

îl y a deux fadeurs m , m infiniment grands ; & 
quoique le fadeur ddy foit infiniment plus petk 
que dy y cependant ce terme pourra être fini. 

Le troifiéme terme fera dans ce cas == ^ 

qui fera fini , quoique d^y fôit infiniment pefît 
du troifiéme^ ordre, & ainfi de fuite. Donc dans 
te cas, en appellant/; ce que devient la fondiori^ 
de^x lorfque x fe change en x -+• mdx. Ton aur^ 

„, . , ^à^ , m^ddy m* d^jr 

1 équation /» = y •+• — — ■+• -^ — h — *— " 

^ ^ — £^ h &c. .. .( A). Maintenant C on fait 

mdx =/ quantité finie , en fuppofant m un nom^ 

fz 
bre infiniment grand. Ton aura m = 



dx' 



quantité infiniment grande à c^ufe du divifêûl: 
infiniment petit. Subftituant cette valeur de m 
ilaiis la forDjiule A , Ton aura l'équation / 
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i — ::- &c. Si / étoit une quantité néga 

I. 1.3.4. ^X* V 

live , 9i X — mdx répondroit /> =5 y — 



jmdx i,i,dx^ 1,1. ^.dx^^ 

8y, Avant de faire l'application de ces formuler 

aux queftions des maximis & minimis^ nous ferons 

remarquer qu'on peut en faire ufage poui* trouver 

ce que devient une fonftion de a:, lorfque x eft 

augmentée d'une quantité finie quelconque. Qu*on 

<ieman4e par exemple la valeur de la fbnâion 

XX — X, en fuppofant qu'on fubftitue a:-V-i au 

lieu de ;c , je i?iisy^=^xx — x^ /= i > prenant 

. ., . d^ 
les différences , j'ai — - == 2. at— • i. Différenciant 

dx ' 



»• t 



les deux membres de cette équation en fuppo- 
fant J ;c • confiant i il vient ■ ^"^ . = ^dx^ 

dx 

■ ■ ^ =3= 2. Différenciait \qs deux membres 4© 

cette dernière équation , & faifant attention que 
Ja différence de la quantité confiante 2 eft = o , 

dd dy r^ d^ y , 

l'on a — = G, & par conlequent - — :s= oi 

à x^ : dx^ 

ainfî la ferie efl Jterminée au troifîéme terme, iç 
Ton a y + —, — ■. + ^ ^=^xx — X'^(2x — i) 

•^ dx i.i.ajc 

^(■" I ■ TTTS XX *T"* X% 

On demande maintenant quelle fera la valeur 
^^y = Jt.v 4- 3 i: -h I , C Ton fubftitue x — 5. 
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auj lieu de jr. Je fois — 3 s= — /; & en dific^ 

ày ^ y 

rencuint« le trouve , ■ = a x -f- 3, — -rr-^ 

=5 a. Ceft pourquoi Topération finit ici, par* 
ce que la différentielle de 2 eft =s o } donc y 

^— — ; — -r 7-7-* = «* 4- 3 ^ + I 

— 3, ( 2 X + ^) + SES ;if JC — • 3 j» 

RjSH A R Q u £• Si ^ eft fuppofé s=: JC) , Toii 
& par conféquent -7-7- = à. De forte qu'en 

d x^ ••*<«• 

général pour parvenir -au terme confiant dont la 
différentielle doit être ==: o, il ne faut faire 
qu'autant de différenciations qu'il y a d'unités 
dans l'expofant de x , en fuppofant qu'il n'y a 
qu'un terme dans la fonâion de x; s'il y a plufieurs 
termes 9 comme fi on avoit , par exemple, ^s=x ' *f 
^ ^ x} +• 2, l'on ne fera obligé de foiré que dix 
différenciations, c'eft-à-dîre, autant qu'il y a 
d'unités dans le plus grand expofant de x. 

Faifons maintenant l'application de nos for- 
mules aux fonSions uniformes de :v; c'eft-à-dire,' 
aux fonâions qui, pour chaque valeur différente 
de Xy reçoivent une valeur différente» Mais les 
fonSions muUiJormes de x reçoivent deux ou plufieurs 
valeurs différentes pour chaque valeur de x : telle eft 

par exemple la quantitéj»= ± V (d^x^'h2x^^yx\ 
* Selon ce que nous avons dit ci-deffus 9 fi à la 



n 
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pïacje de x Toa fubûitue x-ir/ & enfuitç « — /V» 
ydevieodta 



U «ft nécefllaire gue dans le cas du maximum^ 



Maïs dans le cas du minimum , ToQ doit avoir 

cela doit arriver^ en fuppoiaht que / repréfente 
mie quantité foct petite , puifque, félon ce qu'on 
9 dit ci-deiRis » en augmentant ou en diminuant ^ 
4^ine très -petite quantité, j^ doit devenir plus 

Eetit daçs le cas du maximum & plus grand dans 
^ cas du minimum. Suppofons / fi petite qu'on 
puiflè négliger fes puiflances fupétieures , dans ce 

cas tous les termes qui fuivent — dilpa- 

rokront ; 8c parce que danç le cas du maximum ou 

du minimum on zdy s=o, l*0|n $ura ^ 



dx 



dx 



o C*>. Mais la Vjaleur de^^ que cettç 



• 



C) Dans nottf inéjHpde ^ «tfijK^vt aolS /ûppoièr---Tj 



équation peut ùâtf trouver ^ a'eft pas ton jours 
un maximum ou un minimum p comme on Fa vu 
ci-defius. Soit^ la valeur ou une des valeurs de m 

flue donne Téquation » ■ ■>; esO; qu'on fubftitue 

^ dis 

cette valeur dans les valeurs de ; , > — :--*, &c 

dag*' dx* 

& que par cette fubftitution Pon ait — ■ ^« ^tàaip^ 

^y i^y d^y 

dx^ ^^ d^ V 4^*» * 

Suppo(bns encore que la quantité jr de vienne =sF , 
en fubAituant < à la place de x ; fi à la place 
de X on rabftîtue c4-/(*) & enfuîtes — /* 
les formules ci-deflîis B & R deviendront 

F4- —^ + 4./^j4..-J-./4r+&c. 

( eq &i&ot attention que le fecond terme des for^ 

mules dtéeSf efifiippofé sss o, icàufè de j^ sssoX 

Il fuît de- li que fi /^ eft tme qurâtité pofitive^ 
Tune & Tautre valeur de y f^ra plus grande que Fy 
& qu'ainfi la valeur qu'on trouve pouf jf\ en fup 
pofant Jt sa c , (êra un piinîmum. Si /^ eft une 
quantité négative , Tune & Taùtne valeur fera plus 
petite que F 5 tcy feraunmtfxvmim.Sidans lafup^ 
ppfition de ^ ss c j / eft =5 O^ on doit alors exa^ 
miner fi f as o. Si cela nWive pas » la valeur 



- ^««k^^MV^ 



(*}/eft fiippofiie ici nnq qqai^itl «(^pçwç* 
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de y ne fera ni un maximwti ni un minimum ;. cas 
cnluppoiantx ss^c^f^ Ton aura F •+• ^/> j5> Fj 
& fuppofant jc =. c -r/. Ton aF — ^p î < F* 
Mais u^ = o, on examinera C r eft une quaintité 
pofitive ou négative i dans le premiei" cas y fera. 
un minimum & un maximum dans le fécond cas^ 
Sïrsszo, on aura recours à s. Si 5 n'eft pas=:0^ 
la fondion y ne fera ni un maximum ni un mini* 
mum. Si 5 = O , on examinera (i / eft pofitif ou 
négatifl Dans le premier cas y fera un minimum^ 
& dans le fécond cas \m maximum. 

En général 9 fi la différentielle — ^(métantuft 

nombre impair) ne s'évanouit pas , Ton n*a vÂmMxi-* 

mum ni minimum^ Si la dernière diflerentielle ^ 

2ui ne s*évanouit pas, eft d'un ordre pair, ou 
i m eft. un nombre pair. Ton a un minimum û 
cette quantité eft poutive, & un maximum , fi elle 
eft négative. Or il faut faire le même examen pour 

chaque valeur de x\ que donne Téquation 



dx 
dy 



«= ô« Si Téquatîon — ~- ses o a deux racines 

dx 

égales de manière qu'elle ait un fàâeur quarré 

(x — ç)*=o, alors en fuppofant *=. c, £1 

s'évanouira , parce que cette quantité renferme 
néceflàirement la quantité x — c , qui devient dani 
cecasc-^— i: = o; donc alors on a/^sso, mais non 

pas q = o. Si Téquation - s= o a trois ra- 

dx 

cines égales ou fi -— a un fafteur cube C* — 0'» 

. dx 

alors en fubfiituant c à la place de jt» l'on aura 



* "■ 'Il ■ — — ifc*— ^— »^>— J^B^^Mi 



Calcul différentiel. 137 



"71^ ^"^^ ^j-j-» o; mais -^ ne fera 
pas = o. Dans ce cas , Ton aura un minimum ou 
un maximum , félon que cette Quantité fera pofi* 

tive ou négative. En général , fi — ^ a un fac-^ 

d X 

teur ( ^— c )* , Ton aura un minimum ou un 
maximum , fi /z eft un nombre ftpair ; mais on 
n aura ni Tun ni l'autre , fi /r eft un nombré^ain 

85. Problème. Déterminer les cas dans Uf- 
quels x^ — j':r^-H5';if'-hi devient un maximum 
ou un minimum. Suppofant cette quantité :== y » 

Ton aura -jîl- == ;- *^ — 20 jc' -h i y xx. Sup- 

pofant -~.r3=o, ilvient j- AT*— 20 jp'4-i Sxxsso^ 

ou :r^ -— 4x5-+-3jrA:=o. Cette équation étant 
divifîble par jcx ==0, donne x=3 & ;v 1=: o» 
& de plus **— -4:^ + 3= oou(x— ^i)x 
(jc — 3) =oouA:=i&jif==3 3. Parce que 
la première & la féconde racines font égales , 
elles ne donneront ni maximum ni minimum ; car 

dy 

réquation -^ s=s yjr^ •— , 2 O jf^ + IJ jr^; 

lionne -' ^^ 1 =s2 0jf^ — (ÎOa;* •+• jo^r (A}; 
qui devient = 6, dans la fuppofition de\xr=s:o; 

d dv 

Ainfi , . ■ — s'évanouit dans ce cas. Mais Ton 

a X* 

=5 (So :i:* — 1 20 jr + 3 o 9 qui 9 dans 



dx^ 



ia iuppofîtion de :c =? o , ne s'évanouit pas ; ainfi^ 
dans cette fuppofition ^ ^ n'eft pas =7 0; donc les 
Racines égales x ^sss&Q^ x^ssxQ ^ n^ domient ni 
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maximum ni mnimum.XaLttQ{[ii^e racine xass z 
domtis ( en fubftitiuint i au lieu de x, dans féqu» 

tion A ) -j ^ ssao— 60 +30 ss —1 ©• Donc/r 

(ft dans ce cas un» quantité négative , &j^ un m^jE:/* 
mum. La quatrième racine donne jp ss 3. Subftî-* 
tuant cette valeur de x dans Téquation A » il 

vient — .*T— *=90î donc dans ce cas (p étant 

une quantité pofîtive ) y eR, un minimum. 

87. Pfi G B L Ê M E. Z>i?/Z5 ^«^/5 cas yzsslOx^ 

•— i2d;J -f- ly^t^ — ao^c'-i-ao devint 
maximum ou minimum ? L*on aura <— — =:6ox^ 

d X 

d cl y 

pyAr^ — 4*-4-3jfj:—2J?(P). Supposant •^'^ 

Oss 5o X ( x' — x^-^;^s -^ X at)^ il vient o« Di* 
viiànt cette dernière équation par 6 o & réfolvant 
le fécond membre en faâeurs ^ Ton axjcCa:— i)X 
i XX -+- 1 ) 3= o. Le (aâeur xx donne deux ra- 
cines égales à o ; donc pour le cas de ;r == o, il 
n'y a ni maximum ni minimum. Le iècond ac- 
teur donne x. s x. Subftituant cette valeur de x 

dans lequation P ^ il vient ^~— aB= a; 

ou ■■' ^ ss= lao ; donc p eft une quantité po^ 

fitive , & en fubftituant x à la place de x^y fera 
un minimum. Le&âeur xx^i dorme xx r^^ 1 & ' 
* s=3 2t ï^ -*■ ï î donc les deux racines de ce 
&âeur font imaginaires , & dans ce cas il n y a ni 
maximum ni minimum. 

£0 général, on voit que fi Téquatîon eft di^ 
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xj^é «y Ja détennination des maxima & akomm 
^ép^qdde r^quation --~ «saQ, qui eft du des 
^« /t — I. De fofte quç fi Ton a j^ ssa ;r* -f« 

B*^*rH&G.ronaurarrfquatîpii -—« n ;c^-«^ 

B.(»— ?)*^»^ç,==:o. Sitf,*,r,gr,&ç.fo«les ta- 
nnes de/équatîoa —^ =0 , de manîere que Ton 



dx 



9ft 4 olus graod que *, ^ plus grand que c, ^ 
ainfi de fuite, la fubftitution dç 4 à la place de ;r 
donnera un minimum^ b donnera un n^axîmum^ 4c 
ainfi de fuite alternativement. Car , en fuppor 
fant ^5= 60 , Ton aura y infini; & puifque les va- 
leur^ de X entre 00 & ^ ne produîlent ni maximum 
iii minimum y il çft yifiWequej^ décroît^ tandis qu'a^ 
lieu de AT , ôniubftitue des valeurs depuis 00 , jufques 
à a ; donc la r^ciAe a produit un minimum^ En faifant « 
plus petitqueit,y doit crc^tre jufqu'à ce que x=s^y 
j$c alors y fera un maximum^ Mais j^ redeviendrai 
minimum ldrfqu*on aura x =c, & ainfi de fuite; de 
forte que les ma^ùnaicleimwM Ce fuccedeat alterna* 

tîvemenî, $î Téquatipn -— - »? o a deux r^éînes 

dx ■ ""•■. '7 

(égales, elles ne donneront ni maximum ni minimum^ 
Il en fera de même pour un nombre pair quel- 
conque des racines égales.; mais s*ii y a trois ra- 
cines iiégales ^ on les confidérera comme u;ie feulç 
racine qui donnera un maximum ou un minimum. En 
général 9 un nombre Impair quelconque de racines 
érales ne donnera qu'un feul maximum ou minimum. 
S il s agit des fondions fraâionaires rationelles^ 

0e maniexMue fonaitjœs -^ ? ^ & Q ^^ai^t des fonc- 



■**-^ 
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lions rationelles de *, l'on aura iy^ss. - — __ ■ - 

fc J^ :^ S^^l'-y^ . Dans notre métho- 

de , on pourroit fuppofer fouvent —■ — == QQ r 

& alors on auroït Q Qix = o ou Q === o , & 

Ton examînerpit fi les racines dé cette équation 
donnent un maximum ou un minimum. Mais dans 
la méthode de M. Euler , on fuppofera toujours 
iiy=:QicQdf — FdQ == O , & les racines de 
cette équadon rendront y un maximum ou un /w/* 
nimum. 

88. PROBLEME. Dans quels cas y^s:^ TTTTi ^ ^y 

^devient un maximum ou un minimum? L*on au- 
d^ i-^xx . àdy 



dx {i^xxY . ^ ' ^«* 

~ ^ * * ( B )• Suppofant le numéra- 



( i^xxY 

tcur de lafraftion A égala o, il vient i—^Ar=:a> 

La première valeur de x étant fubftituée dans 
TéquationB, donne ^ ** — ""' 



ix^ ~ • * 



donc dans ce cas y = | eft un maximum. La fé- 
conde valeur de :c = — i donne . ^ ■■ == î 
donc» dans ce cas,j^= — ^ eft unnàmmum. 



(*) Si on fuppofe cpty eft ^ordonnée ci 'une courbe dan» . 
laquelle i dëfigne une Ugne cju'on regarde c||une Vamté , 
#a aura les mnxima ou tes-im/iiiBa d'ordonne^^ 
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R E M l A QU E. Lorfque y devient un maximum ^ 
— doit devenir un minimum , & réciproquement ^ 

lorfque y eft un minimum^ — eft un maximum^ 

80. Problême. Dansqu€lscasyz=s—^ — ^ ■ 
devient un maximum ou un minimum? L'on a -7— 

dX 

6xx^iz ' .^.<^iy — 1**^4-71 «-f-r*^ 



(B). Si' on fuppofe -^=s O, Téquation A don- 
ne 6 xx-^ I 2 =0, (ÎJp^ =s 12, XX ^=%i 

Subftituant la première valeur de x dans Téqua* 

ddy 48 V» -H 7 » 

tion B, U Vient -^^v- = (3^,^^). > 

quantité pofitive 5 donc cette valeur de x rendjf 
minimum. La féconde valeur de x donne— j^ 

; '. ^48 V ^^^^7^ ^4<3'*-*V>) 

quantité négative , parce que le dénommateur eft 
négatif & le numérateur eft pofitif ; car 3 l/'a^^ 
" Si onfuppofe xzss^ (*), Ton a j^ = — -^ 5= 
-—0.0285". 

Si Arrcfroo a^sss -^7- = — .o. o » 8 S» 

Si x=: *- 1, l'on aj^ = — 3 5^. 

a X =. — V 1 > l'on a^ == — 33.^71 maximum 

Sîit = — i,ron a^ = — 3 5. 



^_^^_^^__^_^______________ _ _ — - — ' ' ' — — — .— 1 . 



(^) Lies valcots des radicaux ne font qu'approch^çs. 
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Car i>our le minimum^ ion a y as ^ — - — ^ 

B:ja|/'2—- 17 f & pour le maximum , Yotk 
4 •4- j V» , 

fuppolant pour les valeurs de ï/" 2, |^ & | , Ton 
aura les valeurs de^, qu'on vient de fuppofen 

L'on peut remarquer ici que la valeur du maxU 
mnm eft plus petite que celle du minimum i mais 
cela n'aura pas lieu, en cohCdérânt les quantités 
négatives comme fi elles étoiènt pofitives. 

Remarque L Si Ton avoit y a:?s jt^. Ton 
auroit-^^ »b w-1— & la différentielles "^ 



S* 

*-— 7-&:c, ne deviendroient jamais égales à 0»Dd 

dy % 

plus ^ Téquation ■■' ■ a= " ^ =* O * eft 

impoflible , à moins qu\>n ne fuppbfô jr as oo § 
Car 2n*eftpase=o« Dans ce cas , fion îviptôUxaaaiOp 

les termes — r — , > &c, deviennent in» 

finis 9 & la ferie eft divergente. Dans ce même cas^ 
on peut chercher le maximum ou le minimum, 
de:v^S car toutes les fois que ^v*^ deviendra un maxî^ 

mum ou un mnimumy x^ deviendra aufli un maxi^ 

mum ou un minimum. Dé même^ u on a x^^=^yp 
on pourra chercher le maximum de ** & les vap 
leurs de x^ qui rendront x^ maximum ou minimum^ 
fendront aufli y maximum ou minimum ^ Sic. Dà 

même (;ipAr — jir-Ha)^ deviendra un maximum., 
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bu un minimum, (îans le même cas que (xx—^ x-ha )K 

peméme(*»-^y:c + 3)», tétant un nom. 
Ore paur Se n un nombre impair, deviendra un 
maximum on rFiinimum, dans le même cas que 
C ^ ^ — S^^ 5 )'"• ^^ Suffit donc de ppuvoir trouver 
les. maûcima & les minima, lor(que lexpo&nt de la 
fonâion de^eft un nombre pair. 

RbmarqijeIL Si^^eft un maximum o\x m 
minimum pofîtif , j/^y fera auflî uii maximum ou 
un minimum ; mais fTy eft un maximum ou un ot/- 
nimum négatif, j/'jr fera imaginaire» 

Si y eft un minimum négatif, ^* fera un maxi^ 
mum^ parce qu'alors les valeurs de^* qu*on trou- 
vera en augmentant ou en diminuant x d'une très- 
petite quantité , feront plus petites que k valeur; 
4® y^ 9 que donne le minimum négatif ; mais fi y 
eft un maximum négatif, y* fera un minimum. 

• ^O. F R O B L i M £• Dans quels cas la fonéiéîi 

{,xx — 3*-f*7)*^^w««^maximumoz<mmimumî. 
Je cherche d^ns quels cas (^xx — j r +7 y =s y 
4evient un maximum ou un minimum. En diifiî* 

renciant , je trouve — :^ ssg2.(2 *— 5 ) x, 

^ En fuppo&at les deux membre; <fe l'équation A 
égaux à =ai o. Ton aa* — 5=âo, ou*=îjj 
«naeficprejf»— 3*-fi7=ao,ou«»'— 3 x=a-*7. 



\ 
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forte que, les deux racines font imaginaires & ne 
donnent ni maximum ni minimum. Si on fubftitue 
la valeur \à&x que donne le fadeur 2 x — 3 ==o , 

Ton a '^ r=s + I p ; donc la quantité propofce 

devient un minimum dans ce cas. 

Remarque. On auroit pu fe contenter de 
chercher dans quel cas jc* — 3 ^-h 7 devient un 
niaximum ou un minimum; car on auroit trouvé 
que la valeur de :ç == 7 donne un minimum pour 
cette quantité , & par conféquent fon quarré, que 

ie repréfente par y* & fa puiflance y'^ ^ doivent 
aufli être des minima; mais u le minimum avoit été 

négatif, y* fer oit un maximum^ auffi bien que j^^ =» 
1^ y» f ce qui eft évident. 

çuV3,0BLklAt.Dans/iucls casy=sz(aa+xxy — ar 
JUvitnt maximum ou minimum ? L'on aura . -* 

^ * — ; —1, équation que je défigne-^ 

V {aa'-irxx) 

d dy dû f> . 

rai par(A),-^ = — -|-. Suç- 

^ {aû'-hxx} 

pofant ■ ; • 3= o , 1 équation A donne ^ = 

l/'Çad'^xx)^ x"^ actf tf -Ha: :r. Selon M. Euler^ 
en fuppofant :c = i: 00 , on a Af* = ^ tf Hh ^^* 

. &dans ce cas ^ eft =o.Dr même -7^=0; 

&c. ce qui vient, fi Ion en croit cet Auteur, de 
œ quon a :r=:^oo , auffi bien que :^f = Hh 00. 
Mais dans la fuppofition de x === 00, aa^ difpa- 

i:<>'iflknt devant ;«p^,r^na ï^(^Afrh^tf)'—^===:^/ 

. • ' ■ r ainU 



-« 
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anff jr zh plus petite valeur poflîble , dans la 
fuppofition de X =sz oo. Si Ton ne vouloit pa^ 
<jue a a s^évanouît dans ce cas , Ton auroit x x 
^^aa=:xxdcaa'=:Oyceqm eft abfurde. Dont 
^ n'auroit ni maximum ni minimum ; & de plus, 
parce qu'on ne peut pas fuppofer x plus grand 
que oo , on ne peut avoir tCi maximum ni minimum^ 
dan3 le fens que nous avons doiiné à ces termes, 
Ç2.^ Problème. Dans quds cas y == i/^(au 
2. b x-jr^ xx) — nx devient maximum ou mini- 



mumr Un aufa = ^ _ — /»• 

donc en fuppofant dy =:o^ Ion a ( ^ H-m :r >* 



n"- {aa-^ 2b x -H mxx ), d où Ton tire pat 
les régies ordinaires de T Algèbre , :r =: , 

(/i/j — m).l±y/[{mnn),{m—nn)aa—nn.{m —nn). Ih] 

nu[m — nn) . - * 

OU * =s — ^H^ ^y(^ ■>; donc l'on 9 

y(^^ ); donc puifque •^ 



m -^ n n * * ^ ;^> 

, Ion aura — :is= J. ., . • 

{, afl-^-1 iAr-f-OTx;c ) * ± / " maa — bb \^ 

Si la quantité ( JHîIlL) n'eft pas pofitive^ fa 

puiflfance | ou la racine quarfée de fon aibe fera 
imaginaire, &ronn aura ni maximum ni minimum. Si 
Cette quantité eft pofitive & ;» >«;z, le figpe 
fupcrieur donnera un minimum ; mais il donnera ttn 
maximum yCim<:;^nn; parce qu'alors le nùmérateut 
maa — bb fera une quantité négative ^ qui , étant di-? 
Tome m K, 
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vifée par une quantité pofttive, donne un quotient' 

négatif pour lavaleur de j-p* Le contraire arrivera 

pour le figne inférieur, ceft- à-dire^ pour le fi- 
gue — ^. Si on fuppofe/n=2,/z=:i,&Â=o,^ de- 
vient un minimum^ en fubftituant pour x la quantité 

4 8 » V * 

; mais y devient un maximum , 



en mettant — { }/'aa = ; — à la place 

V * 

de X ; donc le minimum fera = aV^ 2 — • 



-, & le maximum fera = « V^ 2 H-* 



3« 



Lorfqu on a une équation qui renferme xScj 
mêlés enfemble, on doit différencier l'équation & 
fiippofèr le co-efficient de dx ( que nous défigne- 
rons par P) = o, & par ce moyen on trouvera 
Aine valeur dey, qui étant fubftituée dans 1 equa» 
tion, pourra faire connoître les valeurs dex^ qui 
rendent j^ maximum ou minimum. Soit^^* — 3 axy 
-V- X* = o ; donc ^yy dy — 3 aydx — 3 a a: dy 

^-. 3 xxdx = O, Egalant P à o, il vient ^xx 

— ^ày=iO, xx=zay , yx=z .; fubf- 

tîtuant cette valeur de y dans Yéquation pro- 
pofée , l'on a — ; 3 jt^ -4- x^^ = o , ou 

^ a} 

, 2 x^ = 0, OU ^JT*^ = 2 a^ x^ , OÙ x^ 

s=s 2<i>î & partant :c= a f^i. Maintenant loit 
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i==Qle multiplicateur .de. J^^ Iqn auça P dx-j^ 
Q J 3^ = 6 5 difFérencîant F & Q ^ il Vient d P 
"^ KJx^ SdjrC) ^dq^'Tdx^Vd;^. 
Donp d. C? dx.-^Qdy)^ en regardant ^x. comnue 
conftarit, fera ==: R dx^ -h S dxdy 4- T^xt/y 
•+- y dy"; 4- Qy^/j' == 6 ^, & jîàrce que Ton fup^ 

pofe -:--:r- ===î 6 y en tJiV^ifant féqùatioa pàr'rfi* 

& effaçant les termes gui contierinent </^ où dy*^ 

11 vient Sx -H — ~ =: o , Ott — ^ — ^ =: :-' s 

•dôrnd dans Téquàtion différentielle P dir + Q ^y^* 
== o , il fuffit de différencier P en fuppôfant dy 
tonffarit, pour avoir ^dx;, On cherchera enfuitô 

la valeur de tt , q[ûî indiquera ùri maximum où 

tin minimum , felori qu'elle fera pôfîtive ou négaH 

tive ; car fi elle cft négative ^ ~ — '^ - 



q ±' 



fera pofitif. Dans . le . cas propofé l'on a -— ^-^ 

d X 

:=Ê: a j dôric ày^-^x x=siO\ donfc 



fvr — 



a: a: 



•• - •• 



yjy T ^x 
(en différenciant & faîiânt attention que a y 



:«^:5c=:0), lôn aura — — X-^ — -^^ ^ 

dx'- • j^ — AX 

Téqaatioiif aj^-'^x xv=£iO ^ donnant jr = 



-. Maif 



x.x 



toc a K 4;, —^ - :== ♦ • - ftra -^ — ^E 
quantité négative qui fort voir que la; fon^ion^ 

^ xm ma:tîmUnt , loffqtfe fon a r é=t à }^2. , 
L'Jquation x^=: 2.a^ f 5 donne :r»=i=:*cr,ou';t'^Oy 



• — ■» ■^««■■iMa 



' '*' ~ r ' ~ " 1 nM iii T m I . 



(*)S d^fignfe isrle ojh-éfficieBt de rfy.&noa nne mtégtat.- 
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TT =25 o, *=ô; & alors y y — a x = o, à cau(e 

XX 

deys* . Suppofons y =/> &x==/, /étant 

-une quantité très- petite dont la piiiflànce 3* dî^ 
farcît devant ^/, Ton aura /'^ =^ 3 ^/>/, Z'* = 5 ^ 
'&/i=a=-t V^3 ^/î do^c quoique Ton ne puifla 
tpas prendre / négativement , parce que p (èroit 



I /* 

^-=3 — , — .^ ScpicB , quelque figne qu*6n 

'donne à/, la valeur de^ fera plus grande que 6. 
•Ainfidansce caslavaleurdey=ofera yinminimum^ 
j Si dans ces fortes de cas l'équation , qui doit don- 
ner la valeur de :c , a plufieurs racines réelles , on 
*fera pour chacune ce qu'on vient de faire pour la 

"valeur àQx^sss^aV^ 2. &fi Ton trouve -^ = — - 

' dx o 

P , • 
^5= -^V^ce- fera une marque que plufieurs bran- 

..ches de la courbe repréfentée par Téquation fe 

rencontrent au même point. On comprendra 

"tela facilement , fi Ion fe rappelle ce qu*on a dit 

Mci-defiiis par rapport à la fradîon — , 

P3* Nous allons {Marier maintenant d'une autris 
cfpéce de maximum & de minimum ^ qu'on ne peut 
frouver par la méthode qu'on vient d'éxpliquei. 
"^Suppofons qu'on ait l'équation^ #=:/?± {c — xf% 
^ (^c "^ àc). t]^ p ic q étant des fonâions de x 
non dîvidbks par ç -«-^ x^ '&c que q ait une valeur 
pofitive en. ûibftituant c ou une quantité plus 
grande ou plus petite que c au lieu de jc , fuj>- 
pofant de plus que x étant sssc^ Ion ait p^gi 
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il eft vifible que dans le cas de jr œ c (*) , les deux 
valeurs de y font toutes les deux égales à g. Si 
on fuppôfe X >• c^ les deux Valeurs de jf feronf 
imaginaires ; mais en fuppofant x un peu plus petit 
^ue c , ou en fuppofantAr=c—/,/ étant une 'quan- 
tité poCtive très-petite,/ deviendra sisf-»- iLl£* 

dx 
f^ddp 

** 72^^; &c. C*'';, & j fe changera en jj 

•— - ■ . - + — 7-- — — - &Ct donc a caulè 

f dx %dx^ - ' 

^ * == ^ — • /, OU de/esc c «^ jr > Ton aura 5^=8» 

«^ U + r 7-1 — &c. ;tfVf^- 

/<£^ f^ dyq 

parce que Ton peut fuppofe: / aflfez petke poùf 

que /* , /^ &c. difparoîflènt devant'/. Ton aura 

fd^ . ' "^ ' ^ ; 

j^ =g j^^ ^fVf^q (A). Ces vçfclem:^ 



•» * • - ^p 



feront toutes les deux plus petites que ^> « . 

d x_ 

eft une quantité pofi tive ; maïs elles feront plus 
grandes que ^ ^ lî . —3 — eft une" quantité néga- 

tive ; donc dans le premier cas y fera un maximum 
&'dans le fécond cs^\ti UinïmUik^lIkQ^ 
COI le voit, y eft alors, maximum ou mimmum ^ar 
rapport aux valeurs *kmécédefttes^;"ar lïon aui 
valpui:S:fMivantes qui font imaginaires. ,. 

; ^•'•;\^••^^^■.'J i. M, ,0 7-7? -'•' 






(*)* On" fuppofe c 6c X pofitîâ 



1 1' .( ■ . 
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Suppôfons que inéquation ^une tourbe folt y 

u 

Vîfible ( fig, 60 ) qu'en fuppofant A P ==? jc = <: j^ 
Ton auja y = — s=; P^« Mais eu fuppo(ai|$ 



a 

X ^ c^ y fera imaginaire ; en fuppofant x < ç^^ 
ton aura deux ordonnées pm^pn toutes les Jeux 
plus petites que PM. De forte que la courbe g. 
deux branches qiïî partent de M ;'ou, fi Ton veut, 
la courbe /A M ^> après avoir été jv^fquen M^re-r» 
broute fon che^iin vers ( A ) , & a une autre 
Jiranclie'M «• Le" poipt M s^ap'peUe w point dé 
ftbroujfement^ 

En général toutes les courbes dont réquatîon 
f&y^=^Pdz[f^ -^y )". ï<^(c— ? x). q ^ n étant 
yLïi nqmbre entier, auront des ordonnées imagi-. 
lîaires correfpondantes aux x pofitifs plus grands 

' EnjçénéralfilQnfuppoie.ys=/^^jr.(jf— jf) t;s"* 

^ ;2 + 1 étant fuppqfé 'p^p.m^niam étant des npn^r . 

i_ " • i .* . ^ xii!±i 

près entiers pairs ou impairs; parce que (c — xyj^T 

çir la racine paire dune quantité négative, lorl- 
eue c ^^àf, on aura un maximum ^xi * .,. .■ éft 

T^-- . • T' • î ^. . •• . i .... 5 . .^,^" . ,. 

• * t ' ■ ' . 

pofitif -I* 'ét,]ùn\fli?^^ efl néga-tif. 

p* rr— rr=:js-Q^Ii:m.aurayssa^rb . ^ !.. -, ,.s# 
#î V- /^^ î' ff ^M #■ ■"/ tfeft pas > * , 
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le troîfîéme terme ne difparoiflànt pas devant I^ 
fécond , on n*aura ni maximum ni minimum. C eft 
ce qui arrive dans la courbe ( fig. 6i ), dont Téqua- 

tion eft j' œ ± jf*. ( c — ;i;) * , parce que 

i. ^ 

y * >/*; car alors de deux ordonnées /iw,^/ï^ 

f une eft plus grande & l'autre plus petite que PM, 
Si — -— — eft une quantité pofitive , en fuppo- 

lant - > ^ 1 J^ = g" fera un minimum^ 



X m 



d df 



mais y fera un maximum , fi eft uno 



dx'' 



quantité négative. On peut voir facilement corn- 

d dît 

ment il faut procéder fi — --—^ — eft == o ; les 

maxima & les minima ordinaires n'empêchent pas 
qu'une courbe ait des. maxima & des niinima de U 

féconde efpéce, ^ 

.... 

:94. PKOBLiME, Trouver les maxîîna & Us ml-* 

nvaiaidelafonHioTi y:=^2x*'^xxi±:(^ I-— Ar)^X' 
yrç^ ^^^ Pq^-^ j^g >77^A;i;72^.& les^minima de 

la féconde efpécé, fubftituant/à la place de c-^^ 
i)r=i»i •— :tîCicitf=2i), rona^'ïsïs i -^ f*^ 

!t/^ V^ 75 quantité plus petite que i , foit qu'on 
prenne le figne •+• 'où le-figne — i Car:, nous (uj? 
pofons / très - petite , ce qui fait, que./* j/*/ 
difparo^t devant /\;.doh'c il y a ''uh mixîmum 
fleja feconde efptéee- qui-^épondà .'^ ==;.ii Si Tcp 
iroulQit "cli^çrçher les ma^im^ & lesjff^in/w^ dç 1^ 

K4 
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première efpéce, on trouveroit — ^ — =2— a*" 

4y : 



7. ( I — X )i 1^(1 — * ). Suppofant 



O , l'on trouve a: = i ; & parce que 






dx^ 



t= — ^±:t>^Ci— *)=== — 2 9 dans la fup* 
pofîtion de a: = I , il femble qu'on doit avoir un 
maximum de la première efpéce pour l'ordonnée 
correspondante à rabfcifle ^==1. (Cependant fi Ton 
décrit la courbe de 1 équation y :ss: 2x — jc jç 
«^ (I — X )*. V^( I — x)y on verra que les ois 
données correfpondantes aux abfciffes. poCtives 
{)lus grandes que 1 font imaginaires : ce qui prouve" 
qu*ii faut admettre une exception à la régie de M^ 
Euler, que nous venons d*cxpliquer. Mais par notra 
méthode , on trouyeroit que dans ce cas Ton n*^ 
ni maximum ni minimum- de la première e(péce» 

Lorfque Ton aura pour — — une valeur de; 

m 

cette forme a ± l^ y^ ( c — x ), a Se If étant 
dès quantités pofitives ou négatives , 6c xn un 
nombre pair , 2 , 4,6 &c, laquelle valeur de* 
viendra sss «; dans là fuppofition de x x*z c , H 
méthode de M. Euler pourra induire en erreui 
pour les /«tfjw/7?a ècl^s minima de la première rf 
péçe, lprfqu*6n les cherchera dans la fuppofition 

que Téquation — . s=30 ait donné oç issi-c. 

Revenons à Téquatîon — — -r- ==: o ?= 2 — -2a( 

tç- \ ( , — X yV ( I — X = o. Cette dèrnîerd 
^liatioft étant divifée par i — • ;r ^ foa a 4 ^ 
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Subftituant cette valeur de * ( * ) dans —--^ 

r=— :i ±^»^Ci-:ç),avient — ^^. 

«= "-*— ^ rh 3- En prenant le figne fupérieur (**)j; 
en a un minimum pour y, qui alors fera 7777. Si 
Ton prend le figne inférieur. Ton a y =iî^»quî 
paroît un maximum ; mais le fèul figne fupérieuf 
peut avoir lieu , parce qu'on ne peut avoir 4 =p 
y. K^ ( I — ^ ) = o, à moins que J >/" ( i — x) 
ne foit = 4 & 4 — y KC I — •^) =0=4—4: 
jLe minimum de la première efpéce n*a donc lieu qu^ 
pour les ordonnées de la feule branche défignée 
par j' = 2x— A;*-h(i~A:)xj/"( i — x). ' 
95*. Problème. Trouver ks maxima &Usmh 
tiima i/€ ^ féconde efpice dans la fonSion y ^ssLjt 
dt (I — ^)«V^( I— or). Suppofant I — :ir=c 
^— «':^=/, ou X =E= I — /, Ton aura^ =-=1—1. 
/ ± / K/C'*^) = I — /; cv fV i difparoît 
a caufe qu*on fuppofè /très-petite. Donc j' devient 
un maximum de la féconde efpéce, lor(que :c=:±i. 

i Rbmarque. Si Téquation n*étoit pas fous là 

< ^_ • . 

; (*) On doit faire attention qae cette valeur de x a'eft pa^ 
SB 1 , qui ici eft = c. 

: (**) Pour la valeiy: de — r-r- & pour la valeur de j^ 

4ans rëquation proporée. > 

*(***) Ceft la yaietir de jf dans la fuppefittoii^ de 1 
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ÎOTmey:=3sp±:(c^—x)\i^(c — r). y, on Ty 
jrameneroit en cherchant la valeur de^ en jc. 

Si Ton avoit une équation telle que y =a= p jf 
Cx-'^c), y^Çx — c), q 9 a étant une confiante 
ou UQC fonâion de x qui (oit poiitive, quelque 
valeur que l'on donne i x, p étant une fonétioq 
àex^ on fuppofe que/'& 9 ne font pas divifîbies 
par :r '— <: ; en fuppofant x — f=^ c ^ ou en (uppo-r 
|ant;t=sj. Ton aura j^=/?. Mais^ devient imagi-* 
o^re ^Gx <c, tandis qu*il a deux valeurs réelles j| 
lorfque ;r > c. Cela arrivera toutes les fois que Ton 
aura une équation de cette forme j^ s/' ± C-^ — c)\ 

m 

y^(X'^c).qC),m étant un nombre pair Se n un 

Bombre entier ; ou de celle-cîjK =«/^ zfc f • C^ — O * "* » 

w &/7 étant des nombres pairs ou impairs, pourvu 
que 2 « -h 1 }> a //z- Et fi Ton fuppofe que la 
fig. 62 repréfente une de cqs fortes de courbes de 
inaniere que AP c=î:c foit = c , P M ==y = /^ , les 
ordonnées correfpondantes ^ux abfcirfes Ap plus 
jgrandes que c, feront réelles; mais les ordonnées 
correfpondantes aux abfciflfes A B < c feront ima- 
ginaires. La courbe aura un point M, d où par' 
tiront deux branches qui s'étendront du côté des^ 
abfciilès pofitives. Si en fuppofant les points P 8c p 
{très -proches , Ton a les ordonnées pnicpm toutes 
les deux plus grandes ou toutes les deux plus petites 
queP M, dans lé premier cas P M fera un minimum 
*:dans le fecôrfd cas un maximum^ Nous appellerons 
cette elpéce de maximum, pu de minimum un maxi- 
"tntsm ou un minimim de la troifiéme efpéce; il diffère 
de celui de la féconde , en ce que dans celui de I4 

(*) c peut êtrç =i p. 
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troifiéme efpéce rordonnéej^ eft un maximum o\k. 
un minimum par rapport aux valeurs fuivantes, 
au lieu que aans le maximum ou le minimum d©. 
la féconde ëfpéce, y eft maximum^ ou minimum, 
par rapport aux valeurs antécédentes deyi tsxài^, 
û p n T>» P M & /? /w < PM , Ton n*a m maximum 
ni minimum. 

Pour trouver ce$ fortes de maximum & de /tî/-- 
nimum , on fuppofera qu'en faifant :ir == c , Toii 
ait /> = g; Si OH fuppofe x un peu plus grand 
que c , c*eft-à-dire , fi on fuppofe x. — f :=: c\ 
(f étant une quantité infiniment petite ) ou x 

«= ^ -f*/^ la fondion/7 fe changera en gr*+- ■> 

' 9 &c. & la fonâion q devien- 



dra ^ -4^ •+• i _, | j + &c. Donc 

dans ce cas on aura y = gr «+• --— +• . — -3—r 

H- Sic. ^ /-t:s- . ( f -h -^-r^ Ha-&c ) ,: 

& parce que / eft fuppofçe infiniment petite^ 
Ton a jK = g -f« — 7 — ît / 2« f* 
Maintenant fi — — eft une quantité pofitive ( cû 

dx 



^j/112; fi -^j — eft une quantité négative, y =î^ 

a X 

j^ra .un maximum \ njais fi -— n'eft-pas ^^i 
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dn n*aura ni maximum ni minimum. Si 



q, alors^=^4- — -^^ dr^/""r=— . 
i dans ce cas ^ ^ . n'eft pas > a , Fonl 

n^a ni maximum ni minimum ; £1 ^ — ^ }^ t ^ 

alors ^ =3 g fera ^n maximum ou un mimmum ^ 
felon qye — — — fera une quantité négative ou 
pofîtive* Il n*eft point difficile tic voir comment^ 
on doit procéder loxfquc — v- = o. 

'^ ^ . dx*- - ' * 

H 

9(J, Problême. Trouver les maxima ou minima 
Jk la troifiem efpéct de ia fonction y -s^.ax dr^ 

Dans la fuppofitîon de ,r = i , ( c eft ici « i )# 

fonzy=>a=±g;m^itf^ax,--j^ s=za , -j^ 

«=r|>î ; donc jï==gfera unram/T/w/w^fi tf eftpofitif, 
& un maximum , fî ^ eft négatif. La figure 62 peut 
jepréfefttèrle premier cas, & la figure 63 le fecond. 
Avant de paflTer plus loin, noiis allons parlefi 
tfun cas dans lequel les valeurs antécédentes dey 
font imaginaires , auffi bien quç les conféquentes,^ 
QuV^ demandé, *pâr exemple, de tft>uver îe^ 
maximum ou le minimum dey, en fuppofant que 
fou aféquationy 4- *^ =^ 4^:y — 2- E« ^*^^ 

r«ciant , l'un trouve '■, •> " î»? - — r^'^ 
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Supposant ■——- = o. Ton a *» =s=^; Subftt 

Jtuant cette valeur de j^ dans f équation projpafée^ 

il virait «;'* -+. jt^ s= ^jt?-* — .:à, oti \a:'^ > jç* 

H- 2. ==so, cette équation donne les dîviïeurk 
jc^ — z^ssAOyX^ -\^ x^ -^2 =fib. Cette dernière 
iéquation .donne, x^ —• r=a=ro&;c^-+. 2 =- oL 
La dernière équation a toutes fes racines imagii 
naires. Les équations x^ — i = o , :r* — • i t=zO 
^onneàt chacune :r* s= r (*) & x~ ^^ i ; donc 
on a deux valeurs pofitîves & deux valeurs tiégar 
jtives de :r , & chacune de ces valeurs eu Tunité; 
& à càufe de;c5=:jy, lona^j^J— jir=i — 1=^^ 
4onc, félon ce quon a dit ci-deflus. Ion doit 

^voir — ^ — = o ^ Pour favoir fi dans ce cas îl r 
^.* o •' 

a uti maximum ou un minimum^ , (bit jc =i= i — y 

&j^== I — 72, /& /z étant fuppofées ixifinv 

ment petites ; en fubftituant ces valeurs dans Ter 

quation donnée ^ on aura 

I — 4 n-*- I — 4/ 



4_4/^4n — i 



— 4/1^— 4/' 

OU en négligeant les puîflances de n _&^de /an» 
'deflus du fécond degré, (Sn^ =^ \hf — <î/*, oij 

3 3 



" f!" 



(*) AT^ -^ I s=: O ett divifible fUr ^*— r =3 o & doattSpam: 
^ftioticac ^* -f- 1 SS5 Q , dont les racines foot imaginaires. 
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quantité imaginaire ^ foit qu'on prenne y poiitivc 
'OU négative, c'eft-à-dirè, foit qu*oi> augmente 
ouqu'ondiminuerabfciflè; axnfi le point qui répond 
â jv =7 I & àj^== I , eft un point conjugué ^ & YoP 
donnée y n'eftniun maximum ni un minimum de la 
première ou de la féconde ou de la troifîéme êf- 
péce ; car les ordonnées voifines à la droite ou à la 
gaucixe font imaginaires. 

• • • • , • 

P7. Lorfque la fonction V ^ooi oh vcu^ttouver le maxi^ 
mum ou le minimum cft compofée.dc deux variables . :c & ^y 
fi CCS variables font feparces & *qu*on ait V = A H- B ," 
A étant une fonéHon de x & B une fonâfon de ^ , V dc- 
^den^a un maximum , dans le cas que A & B feront dés 
maximum , & un minimum lorfque ces qua^ntîtés feront dek 
minimum. Mais on doit faire attention qu'on ne doit pa^ 
joindre le maximum de A avec le minimum de B^ ou réc^ 
proquement j car alors V ne feroit ni maximum ni mini- 
*mum. SiV=A-—B, V fera maximum^ lorfque A /ê« 
maximum & B minimum ; fî au contraire B efl un maximum 
-& Aun minimum , V fera un minimum , ce qui n'a pas befoin de 
^monûration. Si A = ** — ^x^ — tx^ A fera un mini" 
mum y lorfque l'on aura Jf=i-+rV2',&un maximutffy 
fi X = s — V *• Mais en fuppofant B =^^ — 8^* -*- 

t 8 yjf-^Bjfy ï on aura —7 =î4^» — z ^\r^-h 3 ^J 

dy 

*— 8, Suppofant — — = o , Ton trouve 4^' — a AJ^J^ + 

4*7 
]L«s racines de* cette équation fontjt' = * ,^ =^ ± V 3 > 

W <t B 

donc puiique — -= 5=3^^— 1 1^ -H p devient == '^i 

dans la fiippofition dej=:i , dans ce cas Bfèràun maximum* 
Pour les autres raèines qui vîenùent de Téquadon x^' — 4^/ -^'^ 

es o , Ton a. ■-' ■■ , ■ = 1 ; donc l'une & l'autre donné 
tn minimum \ donc A H- é fera un maximum ^= fi on fii^ 
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i>o{c j == 1 & x ±= I — V * > * alors V = A -4- B =s j 
H- 4 V *• Mais V fera un minimum , (i on ruppofê * == î 

H- V a &^ = 2 -H V 3 > o^ïJ' =ir — V J , * 
dans Tun & l'autre cas' on aura V = — 6 -7- 4, V ^p,- 
B — A (îrra un maximum , ûjr =2 i & af==;f-j-^»\ 
^ alors B — A= î3-f-4V a» ^^àis on aura un mûiir 
JIÎU7I2 , d on fait ^=; i ±V 3 &x=rî — V*>fc 
dans ce cas B *— A (èra= 4.-*- 4 V 1. Au refte ils*agîç 
ici des maxima Se âcsminîmaèe h première cfpécc» 

Si V eft une fon^on de$ variables jr ôcjf mêlés enfembfe. 
Ton aura dY =^f dx -df- q dy ^ P Se q étant des fonftioiw 
d'ure des variables ou oe toutes les deux. Maintenant ùp^ 
pofant p=:o Se q:=io y on aura deux équations qui feronc 
- connottre x Scj^ ; mais pwur le maximum ou îe minimum v 
on /oindra enfemble deux valeurs, l'une dexdc l'autre de xl 
<juî puiflènt enfembie rendre V maximum ou minimum* Mais 
on doit avoir l'attention de ne joindre que le maximum avec !e 
'maximum & le minimum avec le minimum* Pour trouver 
.les valeurs de x , qui peuvent rendre .V maximum, ou wî- 
nimum , on confiderera j^ comme conftanc , Se. Ton diffé- 
renciera V dans cette fuppodtlon pour avoir <^ Y ;z=: p dxSç, 

^ sss p* Différenciant p dans la même fuppofitioa 



^ y confiant , Ton a = d p ^ s= 



Maintefiant on examinera fi ' J > ( après avwr febftitué 

d X / 

les valeurs qu'orlt donné les équations p=o&<7 = o) eft 
pofttif ou négatif; le premier cas indique ua.mi/ziniiim, mak 
le fécond cas indique un maximum. 

De même en fuppofanc x confiant, Pon a dV = .gi^s 

dY ^dY j ddY if f^. 

dy * d j, dy dj 

Subflituant dans — 7^ les valeurs àc k Se dejK doanéwpat 

djt 






(*) Il efl aiC de voir qu'on fuppofe ^^ cordant, comme en 
différenciant V danç la lupplîfcion de x vaiÎAble , on a fuï^r* 



lupp^P^i 
fo(édx confiant» 



il ■ ' 
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|cs é^fÉanoas 9 s= o flc p sa o, on examinera û ■ ^ ell 
•ipofitif ou négaiif ; le premier cas indique un minimum Se le 
Hconi cas indique un maximum» Si — eu. po&6£ êc que 

les mimes valeurs de^ & de/c rendent — --^ négatif ou 

tédproquememy Ton n'a ni maximum ni minimum» Si ces 
formules ou Tune des deux devient s= o , on aura recoiuci 

2 ■ . » , Se — rr— (*)'Sice$lbrmuIesnc s'cvanoûfflcot 

dx*^ ' dy ^ ' 

pas j Ton n'aura ni maximum ni mimmum 5 fi eUcs s'éva- 
Bouillent , on aura recours a r-T-^^ , ; , &c» 

dx^ ' djf^ 

58. Fkoblème. Dtfnr quels cas V = jc' -H^' — 3 «*:/ 
devient maximum ou minimum ? L'on a d V = ^xxdx 
*^ ^yj" dj -^ ^ aj^d x-^l a X àjr i donc p = 3 x x — 3^/, 
-j :=:3^^ *— 3 fl Ji:. Suppofant ptp: o & ç = o , l'on a 3 ^ * 

U—jfl^s: o, :ifAr= ûjf jj^'rsr-^î— ,&^*=: . Mais 



as 



4'éqnaûon g= o donne ^^ :£= ax^ donc ajc= » 

:a' « =3B«^, a' =: jc*, X = fl. L'équation a» jif as *♦, 
donne auflS x^ — x a^ =0 ou^r =05 fi l'on iubilitue 

X X 

£ts Valeurs de x dansées —, l'on a^ = fl ou^ = o; 

df ddp ^ ^î _^ A^ 



**. 



/*) Si ^ i^évanouit feiil , alors on a recours fca- 

^ ' d X 

'lement a !-— poui ce qui regarde :v,& l'on revient pour;^ 

d X* 

4. la formule ^-r^ » ^'^ r^ci^quement. 
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kss 6i En (bppofànt x â= o &^ r= 6 ^ îl vient -^--^ =5 —jt*' 

is::à mÔc dans le cas de x ^aécy^a^ "on à ■ ' ; == ^i 
== - ^ \ Donic Ton ar ifh minimum pour ce ca$ , & alors V=a 

dj 

^9. $i Ton avoît V = A-f' B-+-C, A étant une foiïc- 

iîon de À:, B uiie fôn£liori dê^, C une fonàîon déf, V 

feroit un maximum ou un minimum , dans tes mêmes cas que 

A , B , C feroient i la fois châeiirf un maximum on tcô /tof* 

himum. Mais fî Pon avoit A -H B — C, en conudétant A -f-B( 

«OrmiTte ontf foi^ftioiï de :>f ^àt^ ^ ceïfte quantité fefoit uft 

maximum , lorsque A ^ B fèroit un maximum & € un rof- 

tiimumi Si G étoit un maximum & A -♦- B uh minimuin ^ 

cette quantité feroit un minimum.- Ttc même en faifànt 

V ::=^ -A — B *-^ G , Ton auroit un maximum ^ lorfque A* 

feroit- *in maximum , B -K G étant un minimum. Mais fî A 

éjoit 7T2.inimum , B ^- G étant maximum y V kiàït un mini^ 

mum. Or par les principes précédens,- il eft aifë de voir dansf 

qiiets cas A , B & G devien'nent maxima 6c minima^ ddnc 

on pewt trouver les maxima & lés minima de ces fortes de 

' Quaficites- Si V étoit une fonction it x ^y y^ mêlés enfembléy 

de manière qu'on eût dY = p rf :v -^ 9 d jK -+- rd^ ^ ou 

iuppoferoitîj = p , 7=0 & r :îb= 6. Ces équations fuffifentf 

pour faire comibîcre ac , y & £. On fera attention enfuité 

que pdx repréfente la diéèrcn'ce de V , en faifarit vaxier x feuîe^ 

inent; dobcdV:=^vdxy 8C dans cette fuppofiaon -r- === «^, 

Différenciant encore dans (a même fiippofitiori, l'6n àurîr 
dd^ . . j . d4v àf * . A 



dx *' dx* en 

^- ■ ^— ( eh fubftîtuant fes valeurs de x , ^ , |' èrouvées par 

les équations p = o, 9== 6 , r 3*ô) eft une quantité fofitivé 
011 négarive ; le premier cas indiquera un minimum , ïe feconi 
éas inique un maximum* On porœra lé même iâ^ii^ent pouif 

^ . d d y d a ,' yfi''- 

la quantité ■■ =. — p — / ^u on ^ouvtf éfi feifàaf 

Tmé II h h 
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vancrfeueiiient jr,3cpoiir ^ — =: . ->y qu on crou^re 

en (aifaiit varier (êulement la quantité ^. On aura foin de 
ne joindre enlèmble <]ue des maxima Se des minima. Si l'oa 
HoQve un mojçimum lèulement pour nine variable & des mi-- 
mima pour les autres variables , ou des maxima pour deux 
rariabics , & un minimum pour la troi£éme variable , &c. roir 

a'aura ni maximum ni minimum* Si • = o . on aura 

dx 

cecoors a ^-j-^ j de même fi ^—^ = o . on aura re- 
<*• dj * 

coun a . , ■ ; «c uc même fi—-— = o , on exammer* 
dy ' dx, ' 

ddt ^ i4q iif iir ,, _ 

•— ^^,-; u —7^»— > "7^ > -j^ ne s evanouiilent pas y 
f on n aura ni maximum ni minimum ; fl ces quantités fonr 
s=: o , on aura recours a , -— j-, j &c. 



</x5 > ^^S> ^^ 



100. P&oxii:M£* Dans quel casV = x^jr — ^ '^ xy ?* 

+ — — — devient maximum ou mini- 



»7 3 



vnm? L'on a dV= 3 %*' ydx — i i^f*^^ -4- jc' x 
— ^'^xy\à\\ donc en faifant p = o , 



* 7 
y =0 , r = o , Ton aura p =;: 5 x*jf — \ ly-^^ =z o^ 

tf 4J'^ 

*■ ,' — 14 ^J'î =^= O- La première équation donne 

* 7 ' \ 

(en tranlpofant& divifant par jj) :c je=4 ^*» ou *= 2 ^(A), 

Subftituant cette valeur de x dans la féconde équation , il 

vieni 8 {î — a 4 jî H t^J. = o , ou — i 6 l^ 

^. ^ ^J^ <î 4 - • 

^ s= o, ou -— X y =i6i\ouij.^ 
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== 4? > ou ymlf.0 z±z '^ (B). SubiHmant dans la troi^ 
fiéme é<juadon les valeurs dt x & de j, prifes des équaj- 

6 4L ^ 7 Jt,^ 

fions A & B , il vient i i 8 r* H — ^^ — ^ ^ _ i 4 X 

i X ij^* =:o,'ou 8. 8. î -♦-&^ — 8. p 7 = 0, ou i6-f«' 
^ — 9X ==o,ou i6=r8ç&^=ri, Subl^ituant cette va- 
leur de 1- dans les équations A & B , Ton trouve ^ = 4 

Jp 
& ^ = 5. Maintenant -- — = 6 x^^ =371, qui indiqué 



^_ - - -y . . to^ 8 ;-?r . .8.8.2.3,2 
un minimum , — -^ = s: =± -,^ 

^ ^y 9 * 3.3 • * 

<juantité pofitive qui indique auffi un minimum. Mais -j — = 1 18^^ 

X i:?" — 24;v. j=5i2 — 288 = 124; quantité pofî- 
rive qui indique encore un minimum ; donc la fondUon V 
deviendra un minimum , en ruppoTàtor x = 4 , jr = 3 , ^=2 , 
& alors V = 8 5 -J. ; & foie qu'on fuppofe les quantités x ^ 
y y "{ y augmentées ou diminuées d'une quantité fort petite f^ 
on aura un réfultat plus grand. 

On doit ren^arquer que fi Tes équations p = o , q = o, r ==0' 
&c . don noient pour les variables x yjr^ ? &c. des valeurs ima- 
ginaires ou eontradi£loires , dans ce* cas on n'auroit ni mAxi^ 
mum ni minimum» H peut encore arriver qu'on trouve ua' 
tninimum u\ qu'il ne foit pas polfible d'en avoir un plus 
^erit , ce qui vient des puiflances piires des variables qui fè 
trouvent dans la valeur de V. C'eft ainfi que V z=z x x ~h 
X y -+- 1^ — X — y eft un minimum = — •;• , l6rfque.Ar = f 
&^= j & qu'il eflimpofliblede le rendre plus petit , s'entend 
en regardant bs quantités négatives comme au-deflbus de o :* 
car autrement cela feroit très-pofTible. « 

Si V ^ A -f- B H-g-H- D H- E -h F -f. &c, A étant 

une fonction de ;^ , B une fonâ;ion de jy , C une fonélion de {■ ,• 

ï une fonction de ;c' , D une fonction de a?" , &c , V fera un 

mnximum ou un minimum, lorfque A, B, C, &c« feront â 

la fois des maximujn ou des minimum. Mais fi V = A -H~ 

JB — C — D , pour que V foit un maximum , il faut que 

h, q'.iantlté — C — D , qui cfl fouftraite, foit unmtnimum^' 

lorfque. la quanuté A-V- B dont on fouftiait eft un maximum.' 

Mais V fera un- minimum ,• fi h quantité dont on fouC*" 

lirair eA un minimum Se la quautiré fouftraite un maximum^ 
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fi Vcft une fon^on des variables x-, «' , x" ^c^'j^^y y^ 
&€• f > ?' , l" Sec, mêlés eofemblc , Ton aura dV = pdx 
^p'dx' + f d Jc"-H &c, -h î rfr-f- î' df -4- q'''dy^'+- 8cc. 
•4-r rff -H l' d {' '^ r" df êccy ôcVon fcrap=o, p' = o, 
p" = o, ç=o, 9' = o, ç" = o, r = o, r' =o, r' = o, 
&c. De ces équarfonsi par les régies ordinaires de r||gébre; 
on tâchera de tirer les- valeurs de Xf x' &c on aura enfui» 



^Y ^ gy _ if 
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&c. Si ces quandtcs font pofîtivcs , elles indiqueront des- 
minima , & des maxima û ell^ fonr néganves ; mais G. une 
valew de :c indique un maximum Se que la valeur de a:' in- 
dique un minimum, ces valeurs dc-x & x' ne donneronr 

pour V ni maximum m minimum. Si -- — , &c =2^: , o ^ 

on examinera fi — ,-;— • - ; . ; " i &c. s evanomllent off 

non , fi ces quandtés ne s'cvanoaiflènr pas , Ton n'aura nï 
maximum ni minimum* Si - , ^ difparoît, on examineras 

— ^- cff poCtif ou négatif. Le premier cas indique unm?' 
wimum , le fécond cas indiquant un maximum^ 

De même fi Ton a --J^- :^ o^ « "77"^,— ^^ P^ 

( a *' ^ {4x )* 

fitif , le minimum eft indiqué ; au contraire le maximum eà 
indiqué , fi cette quantité eft négative &c. Mais û un to^^atz- 

mum ou un minimum étant indiqué par j-j- > "T' j -' f.^ Scc 
— ne s'cvanouiffoit pas y ce qui indîqueroit que la va- 



h 



leur de J' (ou aucune des valeurs de ^ , fi aucune d'ellej 
ne peut faire évanouir cette quantité ) ne peut donner ni 
maximum ni minimum y dans ce cas Ton n'auroit ni maxi- 
mum, m minimum. Si les équations p=o, p' =ro &c. don- 
noieni plufîeurs valeurs pour les variables x , x" &c. il iau- 
di^oit joindre cnfemble celles qui donnent à la fois un ?naxi^ 
'mum ou un minimum^ & rejetter le? au^es comme inurile^. 
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JDcs divèlappics & des rayons ofculatcurs* 

loi. Si on conçoit qu'un fil enveloppant une 
roùrbe» ABC ( fig. 64 ) vienne à fe dételopper 
en reftant toujours tendu fans cependant s'allonger, 
rextrémité A de ce fil décrira une courbe AFN, 

5u'on appelle courbe de développement , la courbe 
LBC s appelle la développée ^ les portions BE, 
C F &c, du fil font appellées rayofts de la développée. 
Corollaire I. Si le fil fe termine au fo/nmet A 
de la développée , il eft évident que chaque par-* 
tic B E de ce fil eft égale à Tare développé A B ; 
mais chaque rayon F C fera plus grand que lare 
corre(pondant , fi on fuppofe que le fommst de 
la développée eft en B , de manière que A B foit 
Tine ligne droite. En général le rayon de la déve- 
loppée eft égal à Tare développé, en ajoutant une 
confiante, s'il le faut. 

C O'K ollaireII. Chaque rayon B E de la 
développée pouvant être regardé comme le pro- 
longement de Tare infiniment petit BC, arc qui 
peut être confidéré comme une ligne droite, il 
eft vifible, i^ que chaque rayon delà dévelop- 
pée eft tangente de la développée; 2**i que le fil B E 
en paflant de EB enFC, décrit un petit arc EF, 
qu*on peut regarder comme un arc circulaire dont 
le centre fçroit en ^ de manière que le rayon F G 
eft perpendiculaire à la tangente FT au point F 
de*la ligne de développement ( car le rayon d'un 
cercle eft perpendiculaire à la tangente du cercle 
^ qui aboutit à l'extrémité de ce rayon , voyez la 
Géométrie. Donc fi des extrémités E, F d'un arc 
infiniment petit d'une courbe , l'on tire deux per* 
j^endiculaires EC, FC, ces perpendiculaires fe 
içacontreront en un point C , qui fera un point 

L3 
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jde la développée de la courbe donnée , & Ton 
pourra regarder Parc EF comme un arc cîrcu- 
Jaire décrit du centre C, Mais parce que les cerr 
clcs font d'autant moins courbes, que leurs rayons 
font plus grands , il eft vifible que la courbe de 
développement deviendra c^autant moins courbe, 
quelle s'éloignera plus du point A, où aboutit le 
rayon de la développée qui eft = o ou qui eft 
le plus petit. Ainfilaplus grande courbure ie trou*-, 
vera en cherchant le plus petit rayon , & la moin? 
dre courbure fe trouvera en cherchant le plus grand 
rayon de la développée ; & cela par la méthode 
des maximis & des m'mimls. ' ' 

Remarque. Si du point P avec un rayon FP 
• plus çrand que ]ÇC, on decrivoit un arc de cerr 
ç\e , cet arc pafleroit au-delTus de l'arc EF. Il 
pafleroit au contraire au-deflbus de cet arc, fi on 
prenoit un rayon/? F plus petit que FC; donc 
le cercle décrit du point C avec le rayon F C , 
eft celui qui fe confond le plus exadement avee 
l'ar^c infiniment- petit EF. Ce cercle eft appelle 
itrcU ofculauur y & fon rayon eft appelle m>^o/i- 
çfculateur^ rayon de la développée , rayon de courbure y 
parce que la courbure de l'arx: infiniment petit F É 
de la courbe de développement eft la même que. 
celle de l'arc correfpondant du cercle ofculateur. 

Nous appellerons angle de^wbure ( fig. 65* j 
d'un arc EF d'une courbe Ir'angle ECF que for- 
ment deux lignes perpendiculaires à cet arc nae-^ 
pées par fes extrémités ; cet angle eft égal à ce-^ 
lui que forment les deux tangentes n^enées pat 
les extrémités de cet arc. En effet les angles du 
quadrilataire M E C F valent quatre angles droits. 
Or les angles C E M , C F M font droits y 
donc FME 4- F CE valent deux angles droits?^ ^ 
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JVÏais F Jil E -+- FM N valent auffi deux angles 
droits ; donc E C F == F M Ni De plus en regar- 
dant Taire infiniment petit E F comme circulaire ^ 
£c tirant la corde EF, Tangle NMF, extérieur 
au triangle E M F , vaut les deux angles inté- 
rieurs E & F ; mais ces angles font pgaux , parce 
qu'étant faits par une corde & une tangente, ils 
ont chacun pour niefure la moitié de Tare EF j 
donc chacun de ces angles eft la moitié de Tangle 
de courbure. Mais fi onfuppofe que Farc «/eft =» 
E F & que le rayon eceû moitié du rayon E C , il eft 
vifible que langle/c/fera double de 1 angle ECF, 
Se que langle nmf fera auffi double de l'angle 
NMF ; de forte qu'en général les angles de cour* 
burg font en raifon inverfe des rayons ofculateurs ; 
donc auffi les courbures des cercles font en raifon 
inverfe de leurs rayons. 

Remarqua. Le triangle E MF eft donc ifo^ 
celle, & Tangle de courbure NMF, mefuré par 
TarcEF qu'on fuppofe infiniment petit, eft aufli 
infiniment petit. 

Co ROLLAiRE. Il fuit de ce que nous venons 
de dire, qu'un arc de courbe EF ne peut ctré 
regardé comnie circulaire, ou ce qtii revient au 
«léme, nepeùt avoir une courbure circulaire ou 
un cercle ofculateur , fi les angles E & F ne font 
chacun la moitié de l'angle NMF que forment 
les tangentes extrêmes , ou ce qui revient au 
même , fi les angles E & F ^ formés par la cord^ 
& les tangentes extrêmes , font inégaux. 

102. CorollaireII. Il fuit du corollaire 
précédent & de la remarque précédente, qu'il y t 
des arcs de courbe qui n'ont aucune courbure circu- 
laire. Soitfe(ûg, 66 )m arc infiniment petit d'une 
parabole quelconque différente de la parabole or* 
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4inaire, que le fommet de cette parabole foit 
jcn /, je mené Tordonnéc e p perpendiculaire à 
Taxe priy la tangente e nie la tangente fm ( quon 
peut regarder comme l'ordonnée prolongée du 
point/delà courbe). L'angle de courbure/ /w/ï étant 
infiniment petit ( remarque précédente), Tangla 
mfn:=epn étant droit, Tangle mnf nt differ© 
(d'un angle droit que d'une quantité infiniment pe- 
tite ; ainfi on peut le regarder comme étant égal à 
Tangle nfm\ & partant le triangle mfn doit être 
(cenfé ifocelle , & par conféquent m n cft cenfé^ 
s= /ot5 donc fm : m e ;: mn ? /ne. Or à cauli 
jies triandes femblables n mf icncp^ mnr=im f;, 
jT/w : : nfifp. Mais dans aucune parabole ( C on 
excepte la parabole vulgaire) /z/n'eft pas ==//»; 
^onc on n^a pas non plus cm x=ifm\ donc le 
^iangle tmfxi eft pas ifocelle ; donc les angles m e/, 
fnfc ne font pas égaux; donc la courbure de l'arc tf 
u-eft pas circulaire , & il n'y a aucun cercle ni fini 
lii infiniment grand ni infiniment petit qui ait 
çme courbure égale à la courbure d'un tel arc. 

J^aidit que dans aucune parabole^ fi qn excepte 
la parabole Vulgaire , on n*a p^s « / == fp. En 
pflfet, il faudroit qu'on eût la fous -tangente /y/i 
5=? :2fy)7; or la fous t tangente des paraboles e^ 

, . ( mH- n)x . ^ f _ 

( ?o} ?=r .L : .! ...... ,, ; donc la (pus r tangente ef}: 

I lablçifle fp assx^ comme rr- 



n 
( m + n) X : n X : m-fîn : 77; mais dans la feule 

I parabole ordinaire, l'on a/w=fl = i ; donc dans 
^ a feule parabole vulgaire n p : fp r - 2 : i \ 
(lonc &c. 

Remarque. Cependant les Géomètres enfei-» 
^?^t communément que tout arc de courte ai 
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Me co"urbiire circulaire; mais ce que nous venoot 
de dire fuiSt pour faire comprendre ce qu'il faut 
penfer d'une telle doârinç, . 

Cherchons maintenant; les expreffions de car-* 
taine^ lignes qui nou^ ferviront pour trouver les 
forniules du rayon ofculateur; mais on doit bien 
fcntir qu'il ne s agit pas ici des courbures qu'ont 
Jes courbes dans quelques points finguliers, 

105. Soit la courbe A B D dont AP eft 1* 
iigne des abfcifles ( fig. 67 ) , ^c dans laquelle on 
ait coupé les arcs infiniment petits B C , C D , qui 
ne doivent différer entr'eux que d'une quantité 
infiniment petite , par rapport à ces mêmes arcs* 
Qu'on mené la corde B C proloi^ée jufqu'en M , 
les ordonnées & les autres lignes que repréfentç 
la figure. Faifons P « = B F = dx^ CS = d x 

^ddoç, BÇ=^5, AC=;5, FC=:^J^, 

iles triangles B F C , C S M étant femblables C i 
caufe des parallèles BF, CS), l'on ?l dx i dy i^ 

dx'^ddxiS}\=^ ' ^^ î mais S D 

?=^^4- ddy C*)}DoncPM= SM— SD 

dy d dx '. — dx d dy 



d X 

'" Suppofant que la ligne DL repréfente un arc de 
cercle décritdu point C comme centVe,cet arc pourra 
être regardé comme une ligne droite pèrperdicu-- 
laire fur C M ; & com^ie l'angle ^ i D eft doublç 



(*) Car lorfque dx devient = i:v -+- rf^,v , dy devient 
s= d^ -+- ddjf'y mais ici x augmentant , dy va en dimi- 
nuant , & Ton z ddjr négatif ; c*eft-à-dirc , que S D ==/ 
— ^ 4r > o" S D = rf^ -H rf ^^ , en fe fouvenant que ddy 
eft ici négatif. Si l\ courbe ctoit convexe du côté de l'az^ AR^ 
i iy {brou pofiptf. 
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/de iCD» Ton a *iD = MCD ; donc cet arc 
médire Tangle de courbure C Q D = ^ i D, 

Les triangles M L D , C S M ayant Tangle M 
commun & les angles L & S droits , font fem- 
blables;donc CM: CS ou BC:BF:: DM ; 

• dx 

djr d d X — à X à dy 

du 

Si Ion fuppofê DL = ^ , le rayon 2ï= i , & 

» r «- * fl dyddx — dxddy . 

eu on fafle ds \ 1 i: g : ^ = ^ 

^ ^ ds ds"" 

Ton aura la mofure d'un angle que nouç ferons 
miffi =r y. 

' II cft bon de faire attention à cette valeur de la 
mdure de Tangle q, laquelle feroit négative , fi la 
courbe étoit convexe du côté de Taxe , parce qu'alors 
la ligne DL feroit fituée du côté de Taxe» 

Cclapofé, en fuppofant que les li^es CQ^^ 
D Q font des rayons ofculateurs ^ Tangle Q fera 
«=*/D= 2. /CD = LCD; ainfi les triangles 
LCD, CQD font femblables & ifocelles. Doue 

?.D: CD:: CD: DQ (*) ou '^''^'''-''^ , 

^ ds 

dszz ds iD Q= '. ; — 3 valeur du 

dy ddx — dxd dy 

rayon ofculateur , que nous ferons = R, 
. Si du point Q Ton tire Q N perpendiculaire 
fur Cn, prolongée , s*il le faut , Ton aura un triangle 
reâangle dont le rayon ofculateur C Q fera Thypo-t 



Y {*) La corde CD étant ccnféc & confondre avec far^ 
infiniment petit C D , eft ccnféc égale à çec arc. ^ 
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Cax-cui- DiprÉn e ntiel, rjt 

jt^ëaùfè , il s*agit de trouver les côtés de ce triangle 
( que nous appellerons .côtés du rayon afculanur > 
Les angles N C S , Q C A étant droits , û Pou 
en retranche Tangle commun Q C S , • Ton aura 
NCQ =SC^; ainfi les triangles CSA, CNQ 
feront femblablss, & donneront CA:CS::CQ; 
CN, &C^: AS=:SD(*;:: CQ: NQ; donc 

^s : : ^r-+- dd<i: = dx:; — : CN-x=5 

• ,•- djrd d X "^ d X dd^ 

dxds^ ^ . , • dsi 
\j~T: -' - j j 9 ôc ds: dy:; <-—— . ' ." .f 

dj^dd x—-ax ddj^ -^ dj^àdx — dxddjr 

NO — <^^^' 

dj/'ddx — dxddy 

Les expreflîons cî-deflus deviendront plus fîm- 
©les, en luppofant quelque difFérentielle conftaote^ 
Si on fuppofe dx confiant , Ton a </^:t: =s05 R 



* 
y 



dxddy \ ddjr ^ ^ dxddjr 

Si on fuppofe dy confiant. Ton a ddy = o 

« T» ^ ^' /Jfel' d X ds'' ^ ^ " 

?cR=— — -— -, <lir== _-.__, &NQ 

dyddx dyddx 

Si par l'équation de la courbe, après 



d d X 

Hv'oîr éliminé les différentielles. Ton trouve îc 



(* ) Car t'anele i C D étant infiniment petit, le côté bD 
<jui,lui elè oppofc eft infiniment petit par rapport â CD , qui 
cft infiniment petit du premier ordre, aufh bien que SD; 
donc D b ell infiniment petit , par rapport â S D ; donc la li- 
gne S D ell cenfce = S ^- De* plus Tare infiniment peut C D eft 
cenfé (è confondre avec fa tangente, & Ton peut fjppofcr 
^ue cet arc cft égal à la tangente C^ ='Cr, puifàue Cx 
Se Cb ne peuvent dififérer que de ;c 3 , (Quantité innnimenf 
petite par rapport à C 3 ,' oui eft infîmment plus grand 
■que bu y or iD, D x , xb lont de même cfpccc. 



v 
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fayon ofculateur R ou le côté CN pofitif , Ja 
courbe fera concave du côté de Taxe ; au con*^ 
traire la courbe tournera fa convexité vers (on 
axe, fi le rayon ofculateur eft négatif, ou fi le 
côtéCN eft négatif. 

Si on fiippofc J5 confiant , Ton aura dds =0. Mais 

ds^cs^d^^'h dy^'^donc2ds. ddstsx ^dx.ddx 

-_- ,, dx* d à X 

•f- 2 dy. ddy = o , & <f </^ ssrs .^ • 

Si Ton fubftitue cette valeur de ddy dans Fex- 
preflÎQD du rayon ofculateur , nous aurons R =9 



df.ddx^ dxKddx ds^ dix 

ds dy 

"^ ddx 

Les formules que nous venons de trouver 
ont fieu , fi les ordonnées fout perpendiculaires 
aux abfcifies. 

Sifaogle B TA des co-ordonnées n'eftoas droite 
Ibit \cfaius de cet angle =p <i , fon cojinus s= c , 
AT =sx, TB =y. L«|»riangle reftangle BPT 
donne ( en fuppofant le wçron = r^, r : a 11 yi 

BP=*....^^,r; ci\yx PT=-î:^;donc 

^ r 

AP 5=; x-r- -r^— j c*eft pourquoi en mettant dans 

r 

les fi>rmulès ci-nleflUs x -^ au lieu de * , 

r r 

au lieu de y C) » vous aurez les valeurs données ea 

1 — -» i » 

f m 

(*) Au lita de rfx, on mettra la dîfKrcndellè de jt — — J 
au lieu de d àx ^ on mettra la féconde différentielle de U 
*m£me quantité ; au lieu de djf ^ ddy ^ l'on mettra — * 

m4 4y ■ ^ 
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&BT. Ayant fait Us fubflkutions^ Ion a Roi 

rdsi ^ {rdx — cd^)ds* 



u.^d^dix'^x-àly) à{d^ddx — dxday^ 

NQ = -J^^ .. 

dyddx — dxdd^ 

Sans faire mention de ditfereintes autres mê*, 
thodes par lefquelleis on peut trouver des formules 
pour le rayon ofculateur , nous en donneront 
Une 9 par le moyen de laquelle on évite les di& 
férences fetondes* 

Soit la courbe PC, rapportée à fon axe AïlCfig« 
68) y en fuppofant lesî ordonnées perpendiculaires^ 
aux abfciflès, qu'on tire les lignes C Q, DQ perpe»- 
diculaires à Tare infiniment petit CD^ &les omoiï- 
nées CL ,'DR* Ayant pris C/ égaleà une confiante ^, 
on nftenera par le point /la ligne /;7z perpendi- 
culaire à C Q j & par conféquent paràïfèle à l'arc 
CD, qu'on peut regarder comme une ligne droite , 
ce qui donnera T>o t=^ C/; par le point o me- 
nez la ligne ot perpendiculaire à DQ , & qui 
rencontrera CQ Qri n^ Cela pofé, (oit AL=jr, 
Le =y; donc CS=s=^a:, DS =i^^y, Scùàfknt 
C /7z = /^ , Ton aura nm=i=^ dp* Les triangles DSC, 
/m C ayant les angles S & /tj droits & les angles 
DCS^fCm égaux (car fi des angles droits S CL, 
Q C D Ton retranche Tangle SCm, il reftera les 
deux angles dont on vient de parler), font fem- 
blables; ainfi DS : DC : ; fm : /C, ou D S x 
fC=: D C X fm. Et parce que les triangles omn, 
Qia font femblables, & que Qen eik femblable 
à QCDy l'on a.DC: mn :: QC : om '=^ fm , 
(parce que les çrdonnées CL, DR étant fuppoies 
infiniment proches , le point o eft cenfé fe con- 
fondre avec le point/); donc D C x //» 



'^mmf 
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QC X mn; donc DS x /C =s Q G X m/?,^ 
ovlDS: mn :: Q C : /C , o\x dy i dp :i R ; ^ j 

donc- R; = — r ; maïs les triangles fembla- 

A dp 

blesCSD^ Qfm donnent p li :i dx i ds^ donc 

p js: --r — . Par cette formule on déterminera 

facilement /^ , & par coaféquent auflî <//^. 

: Si les ordonnées partent d*un point fixe F 
(fig. 69 ) , ayant tiré les ordonnées quon voif: 
dans la figure, la corde B G L prolongée jufqu*à 
la rencontre de Tare DL décrit du point C 
avec le rayon CD, la tangente Cb { qui eft 
ccnfée égale à l'arc GD), avec les rayons of- 
culateurs GQ^ DQ.; il eft vifible qu'en confidé- 
dérant Tare infiniment petit B G D comme circu- 
laire , langle L G D , formé par une corde & le 
{)rol ngèment d'une autre corde, aura pour me-* 
ure (voyez la Géornétrie ) la moitié de la fômme 
des arcs fous-tendus par ces cordes ; & comme 
on peut fuppofer ces arcs tels qu'ils ne différent 
cntr'euxque d'une quantité infiniment petite, par 
rapport à eux , cet angle aura pour mefure Tarç 
C D = B G , & fera =; G Q D , tandis que Tan-^ 
gle AGD formé par la tangente', & la corde CD" 

2 

: Si on fuppofe que le point C de la courbe eft 
Je point d'où partent les ordonnées \ à caufe que" 
l'angle L G D eft égal à l'angle de courbure , 
il nous fuppofons que la meful-e àè l'angle' 
D G L ( prife dans un cercle dont le rayon foit 
•= I ) eft = ^1: , l^^n aura i x dx :i Cus=zdy 
< en fuppDfaat G D inaiîîgnabie ) r DL =è= dy. Jjp.' 



4lMià- 
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Mais les fedeurs C QD. LCD fonf femblables , 
donc QD=iR : CD^dy :: CD (Jj) :DL 

s== dy^ dx 3 donc alors au pôle C ion a R 



d 



X 



- , €e qui eft un^ cas particulier * 



Suppofons maintenant que les ordonnées par-» 
tent du point F ( fig. 6p ) , fitué coniThe forf 
voudra par rapport à la courbe , du point F jc^ 
décris Tare (Zm=z dx^ & je. tire F M perpendî- 
culaire fur QC , les triangles F CM, t)Cm ont 
les angles M & m droits & les angles F CM, 
ne m égaux (^). Donc ils font femblables; aîafi 
fen faifant FC ^==^y , Ton aura Dm (dy) : I}Cii 
FM : FC =s^, Maii ayant tiré Fr perpendicu- 
laire fur QD 5 les. triangles FM», Qut font fem- 
blables ; donc auffi QDC fembkble à ui QC*), 
fera femblable à FM « ; & partant DC: M«= <//r 
(en faifant CM =p) :: CQ (R): FM; doxM^ 
puifque Içs termes moyens de la première pro^ 
portion font les mêmes que les extrêmes de b 
dernière , f on aura dy y. yz:^ dp X R , ou R=^ 

y d y 

^ — ; mais les triangles C D /w , F M C don^' 

àp • 

nent FC :CM :: CD :Cm, ouy : pi: dsz Jx^ 

, jydx 

donc p == • 

ds 

•y d y 

Si dans la formule R =: _, , l'on fubfHtue 

dp 

y uX 

la valeur de dp prife de Téquation p =: — ^ — ^ 



(*) Car fi i chacun de ces angles l'on ajoure l'angle Q Cm, 
l'on aura les angles droits F C ;« , Q C D. 

(**) Car on peut jcgarder u r perpendicalaitc à.QDconiiiii^ 

jairallèlc a G Dr 
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. , - àydxdS'^ydixis — yixi^T 

qui doonef iptsÂ-^ 



■ ». t 



« __ , — 

as 

Ton aura Rsas . , , ^ . — '- — tj—. , .. ■ i 

ds(d^dx *f-^ ddx) — *j dxdds 

— » 

U parce que </ j = dx^ -H ^7* D > & par conn 

féquent ds t=i ( dx* -H ^^* )*, le dénominateur 
de la valeui" dé R d cviendra , en fubflituant la valeur 

dà dds , qui efl ' — •' ■ ^ deviendra ^dis-je y 

a I 

i^{djrdx'^jrddx)'^jrdxé{dxdd»^djrdàjf) 

— "^^ » ■ ■ .■■■Il • I I 1 1 , 

ou en faifant les multiplications iùdîquée^ , 
fubftituant la valeur de ds^ & réduifant, 

dy{dx^'^dxdy^'^^dyddx'^j^dxddy) 

■ ^ _. _ ., donc 

as 

en divifant ydyds*- par cette quantité, & eflfk-«< 
çant enfuite dy ^ qui fe trouvera au numérateur^ 
& au dénominateur du quotient. Ton a K 

jrds^ 

■ Mil ■■■ ■■! ■ « ^ ■ > .1, , ..■■■■ 

dx^ ^dicdy H-^ dj dd x*^j^dx dd^ 



dxas^'-^^d^ddx—jrdxddy* . , 

Si on fuppofe dx confiant , Ton a ddx =à* tf 



& R s^ -r r — r-4-t 7— rr * Si ^ y eft conffauty 

dx^-^xdy^-'^dxdàjf -^ 

& vient R s» f ^ . Si 

âx} 'i' d X d^ ^y djfàdx 



(*) Car le triangle CmO eftreÔangle. L*expreffioncIe</x*^ 
fft la tn6me^ lorf<]pe les ordonnées (bnc perpendiculaires auit 
abfciilès. 
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du point Q ( ûgé 70) , Ton tire QN perpendi-» 
tulaifement fur le rayon FC, nous appelleront 
côtés du rayon ofculateur les lignes Q N & G N ^ 
Q N fera appelle le premier côtt & C N /e fécond côti 
du rayon ofculateur* Pour les déterminer , je re- 
marque que fi des angles droits F C /72 , Q C D 
roti retranche langle commun Q C ^ , les refted 
N C Q , ^ Ç D feront égaux ; donc les triangle^ 
rcâangles QNC, //zCD font femblables & don- 
nent CD: C/72 :: CQ : CN , & CD:D//2 s t 

CQ: NQ; donc i" CN C;,.. CQ 



GD 

y âx às^ 



d x^ ^^ d X djf^ -^jr dj^ d d x-^y ix d dy 

CQ.Î)m ydyds* 



; donc a^ N Q 



I r * I 4 

CD d x^ -^ d X dy* -^jr dyd d X — ydxddy^ 

en fuppofant fucceffivettient dx 8c dy coriftans ^ 
ces formules deviendront plus fimples. Si la va- 
leur de R & de C N eft pofitive , la courbe tour-» 
liera fa concavité du côté du pôle ; fi le con^ 
traire arrive, la courbe tournera fa convexité aU 
pôle- 

Pour faire ufage des formules ci - delTus , . fi leâ 
courbes font rapportées à un axe, il faut éliminef 
Tune des variables ^ , ou ^ par le moyen de Té* 
quation de la courbe, & Ton parviendra à uiiai 
formule qui contiendra la valeur du rayon Si 
des côtés du rayon R en termes finis. Si la courbd 
eft rapportée à uri foyer, il faut chafler^A;^ 
&• trouver le rayon R & fes côtés exprimés en y 4 

Remarqué. Dans le^ formules qui ne fiip-r 
pofent aucune différence confiante , en âimiitanc 
une des fécondes diffétenate^ pâJ? k lîîoyetf d9 

romain, M 
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Fcquation de la courbe , on éliminera toujours^ 
Tautre féconde différence ; de forte qu'en éliminant 
ddxy on éliminera les deux termes dyddx — 
ixddy. Car foit l'équation de la courbe dx=^ 
qdy^q étant une fonârion de :if & de j' , l'on aura 
ddx ^^dq^dy-i^qddy; donc dy ddx=^dyX. 
( dq.dy^qddy)^ dyddx — dxddy=^dy ^ 
(dq.dy -{r qddy) — dx ddy = dqdy"- -h 
qdy ddy^^q dy ddy ( en fubftituant la valeut 
de^^ ) :=s=Jq dy^ , quantité qui ne contient aucune 
feconde différencer 

Ayant trouvé le rayon ofculateur & les côtés 
de cérayon, pour déterminer la développée d*ûne 
courbe BD ( fig. 71 ), on la rapportera à fon 
ftxe AP , & faifant A L=^ , L C =>, on aurS 
une équation entre jc &^, & de plus le rayon Q C 
auffi bien que fes côtés , feront donnés en x ècy. 
Le point Q étant un point de la développée , de 
ce point je tire Q P = y , ordonnée à Taxe A P. 
jfera donc fordonnée de la développée , dont Tab^- 
^ciflè fera A ?=;=/; & parce que N Q=LP &LN 
== C L — CN ==:y — CN, l'on aura deux 
autres équations/? =:«:-+-QN, ^=^-7— CN^ 
dans' lefquelles QN , CN font donnés en x 
6cy.Von a donc trois équations ; & fi par le rnoyeri 
de deux de ces équations on élimine x & y, Ton 
aura une équation entre/? &^, qui exprimera la 
nature de la développée. 

Si la courbe B D ( fig. 70 ) eft rapportée au* 
foyer F, & qu'on ait l'équation entre FC =s^^ 
&c C m = dx'i on pourra avoir le rayon ofcu- 
lateur & les côtés de ce rayon exprimés en y^^ 
Ayant prolongé le rayon D Q jufqu en P , dô 
xaaniere que P foit le centre de Tare,, fuivant D^^ 



. . 7. : " ' '*■ 
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la développée pafTera par les points Q & P. Je 
mené les lignes F Q ( rayon de lare Q M ) & FP; 
Je fais F Q =/; , Q M = Jç ; il faut trouver une 
équation entre p&cdq. La ligne PQ eft la dif- 
férence entre le rayon de Tare CD & celui dé 
I arc D i ; donc cette ligne eft la différemielle dir 
rayon ôfculateur. D'autre côté MF =i dp, 8c dé 
plus le triangle reftangle QMP donne PQ, o\i 
là différentielle du rayon ôfculateur , ou la diffé-^ 

jfeiltielle de la développée = p^ dp"- -+- éq\ 

D'ailleurs FQ=/^ ===»/( FW)^+(Qn7s où 

("parce que FN=^y— CNV=ï/^(y--CN)*H-QN )^y 
mais CN &QN font cenfés donnés tnyï dont 
on aura deux équations avec trois inconnues y,; 
py d q; & en éliminant y , on aura une équatioçi' 
entre/? Se dq, qui appartiendra à la développée," 

104.. Pkobleme. Trouver le rayon ôfculateur di 
la parabole vulgaire A C ( fig. 72 ). Je prends laf 

formule R= — , dans laquelle/? 



dp ds ^ 

Se je cherche d*abord la valeur de p. Soit le pû^ 
ramêtre de la parabole = 2 a ^ Téquation de 
cette courbe fera 2ax 7=: yy; donc 2ddx 

^=^2 y dy^ dix s=z<~:^ , & ds s^ij/dx"- -^dy^i 



iiu au 



djr ; -. ■ ^ r S dx 

5= • V (y^'+^aa) '^ amii f 



a ^ * d s 

—_- : ^ donc dp =: — :: — ■ — ^ 

Vti 
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_ -^ -^ — f*)-=: :^ ; doncR= -^, — 

Crj^-Hrffl)^, Or tf eft la moitié du para- 

a a 

mètre ; donc la fous- normale LP = ^. De plus 
\/^ {yy •+- tftf ) eft la normale; ainC le rayon 
ofculateur de la parabole, eft égal au cube de la 
normale divifé par le quarré de la moitié du para- 
métre. 

Pour déterminer la développée de la parabole, je 
cherche les côtés C N & N Q. Ayant tiré la ligne C Q 
perpendiculaire à la tangente au point C corres- 
pondant à l'ordonnée L C & égale à la quantité 
que nous venons de trouver, les triangles rec- 
tangles CLP, C N Q donneront C P : CL :: C Q : 

C N = .^Q^^^ . = £l(£2±liL. Les 

C P <lil 

mêmes triangles donnent CL: CN :: LP: NQ 

C N. L P Y y -^ a a . ^ 

— -=2 Jlru ; de-Ia on tire 



CL a 

les équations fuivantes / = :v 4-NQ C^O = * 



:s=i^yy-\^2.aa(K), Î==CN — jyr— 



a a 



;^ y^==, JL — ^ ou aaq = j^'» Je multiplie Téqua-» 
tion Apaf j^, & je la difpofe amfi %ay. {p — a^ 

(*) Oo pTcnd la différentielle en feifant varier d'abord le 
numérateur & enfuite le dénominateur , qu on peut faire paffer 
au numérateur en lui donnant l'expofant — 4« 

(*•) On a parlé ci-deffus,de cette équation. 

(**♦') Car réquation 1 tf X ?=:jK^ donne :^f= —^ — 
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— ^ I II fr---i ■«-! - - -^— ^— — — ^— — — — — — — — ^— — ^ 

== Sy^l donc 2 a y. (p — a) =ss ^ aaq , ou 
^y.(p--a) = ^aq,8cy^— -j-X-r;; -.. Sub- 

ftimant cette valeur de^^ dans 1 équation a a q^=^y^i 
11 vient a'- û =i — -— . ou p — a =: * 

X ^*, équation à la féconde parabole cubique, que 
ion peut conftruire de la manière fuivante. Je 
prends AM =5 ^ C c'eft le demi- paramétre de la 

farabole propofée) , & regardant MR comme 
axe des abfcifles, je fais le quarré de chaque 
ordonnée R Q égal au cube de /; — a ou égal ai^ 

cube de MR divifé par le paramètre ; de -là 

on peut conclure i** queCQ eft=tf lorfque y==o, 
c^eft-à-dire , au fommet A de la parabole ; donc au 
fommet de la parabole le rayon ofculateur eft 
égal au demi-paramètre. 2°. L'on peut avoir fa- 
cilement la reftification de la féconde parabole 
cubique , 'puifque Tare MQ eft égal à la diffé- 
rence entre le rayon ofculateur CQ & la ligne A M; 

donc lare Mv^ = — ^S niaisj^^ 






€= — 1 ;doncMQ=: i — ^-- ^ — a. 

3 aa\ zy 

Remarque. La branche A F aura pour dé- 
veloppée la branche M S , & la féconde parabolô 
cubique a un point de rebrouffement M cor- 
refpondant au plus petit rayon ofculateur MA} 
& fi Ton compte les co - ordonnées depuis le 
point M, & que Ton fafle MR = /? — a =1 y, 
les abfcifles ( comptées fur la ligne i M ) R Q =3 
M.è = a: , le paramétre =^, Ton aura y^^sgx^,. 

Mi 
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équation de la développée. Et il eft aifé de 
voir que toutes les courbes qui ont un point de 
plus grande courbure ou de plus petite courbure^ 
ont une développée qui a deux branches , & que 
le point'' de cette développée correfpondant au 
plus grand ou au plus petit rayon ofculateur , eft 
un point de rebroufleniunt. 

(Le que nous venons de dire fuffit pour faire 
fentir la vérité de cette propofîtion , dans le cas 
que le rayon ofculateur eft un minimum. Ce que 
nous allons dire fur la développée de Tellipfe, 
pourra faire comprendre la vérité de la propofir 
tion, lorfque le rayon ofculateur eft un maximum^ 

iCj*. Problême. Trouver le rayon ofculateur 
de VcUipfe & de thyptrboh {fig. 75 6* 74}. Soit Taxe 

tf , le paramétre ?= p rabfcifle AL s= x ; donp 



pnaur^j'*=/^Ar-^-i^^,&j=V^(/?:i:==P -^^). 

d CL 

pifFérenciant , Ton trouvera la valeur de dy^ & 
idifférenciant encore , dans la fuppofition de J r 
çonftant. Ton aura la valeur à^ddy. Subftituant 
pes valeurs dans la formule ci - deffus ( 103 ) 

* — 7 — 7-, enfefouvenantque^i?=V^C^'^*-+"<^y*)» 
pn trouvera R :s=3 

(aapp'^^a ppx -f- 4ppxx -f-4tf*fjclfl4 apx^ ) v 

__ za^p'' _ 

W {a^'P-'^Aafp X':+' j^ppx X'^ j^aapx^^apx^). 

Mais en cherchant la valeur de la normale , qu| 
/ 34) eft ^> ^^.( , ^^'"^^>^') l'on a, dis-je, cette 
pormale = 

^ Vi^^P^ ^ ACLppx^ 4rP^A?-f-4tf^P^Ï4«/^*)* 

\- -— ^ - ■ ■ ' . ' ' " ■'■' I-.I.I..I • .<■ I. .1 7 
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quantité que je fais ==: /», Si Toaéleve cette quantité 
au cube y qu'on la diviCe par/?* & que Ton la muiti-» 
plie par 4 , ou , ce qui revient au mêrne , fi on di-? 
viiè le cube de cette quantité par ^ /^*, Ton aura 

R = -j — ^ ; donc dans relllpfe & îhyperbole , 

le rayon ofculateur eft égal au cube de la nor- 
male , divifé par le quarré de la moitié du p^ra- 
miêtre. 

Dans le cercle la normale & le demi-paramêtra 
font égaux au rayon i donc dans le oercle le 
rayon ofculateur eft égal au rayon <lu cercle^ & 
la développée du cercle eft un point qui n eft autre 
chofe que le centre du cercle. 

CorollaireLII fuit de-là fy du a^ ,104 , 
que dans toute feftion conique le rayon ofcula-» 
leur eft égal au cube de la normale diyifè par lo 
quariré du demi-paramètre. 

CoKOLLAinE IL Si onfuppofe ;cs=£0, loa 

donc au fommet A le rayon ofculateur de reilipfe 
& de rhyperbole fera égal au demi -paramètre, 
& parce que dans la parabole (10^) Ton aR=s 

-i- ^ & quau fommet A (fig.72)j/=s.o. 

Ton aura R ==: — ^ — ^- = a ; mafs /f eft id 1^ 

aa 

demi-paramètre ; donc Ja même chofe a lieu pour 

la parabole. 

, Corollaire III. Si on fuppofe x=:7 a^ 

Ton aura dans reilipfe ( fig. 73 ) R = D M =3 

^ — — ^ : mais en faifant le petit axe = i, Toa 
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• ^Pi^i— mi»^M^»^» I ■ Il I I ■ ■ , ,m 

fon a ( voyez les fedions coniques ) a: b \i bip^ 
ou. bb^sszapScbvs: y^ ap. Donc fi on fait 2 pi 
il : : i : D M , le point M fera un point de la dé- 
veloppée, & fera en même temps un point de re^- 
broufîement. Si on développoit TeHipIe entière , 
)a développée ( fig. yy ) auroit quatre branches 
égales. 

106. Pbobleme. Trouver le rayon ofculateur 
de la cycloide A D a (fg. 76 ). Faifant farc d© 
cercle D N = î. Ion aura PC =:^ s= PN -fi 

Suppofant le rayon = i , D P = at. Ion a par I3 
iiature du cercle , PNs^ y^(2x — xx); donc 

d.Ttir=^d.Jin,7r=:^d.\^(2X^XX)^ ^^-Ar^x , 

Mais (2J) la différentielle du Jinus d*un arc dont 
le rayon = i eft égal à la différentielle de l'arc, 
multipliée par le cojinus de Tare , & ici le eofinas . 
RP == I — x\ donc la différentielle à^finus [ eft 

di^. i\ ^ X ) ^ iL d{ 



I — X 

( I — a: ). rf>ff àx 



(i — x).^ i^ix — X x) \/(zx — xx) 



; don<? 



dy eft p=x h--)^- ^ ^ dx.V(z^xl 

\f X, \/ (l X ) \/ X 

d X ^ ' — dx"^ 

^ ^y(2xr^xx),8cddy 



X.\/{zx^xx^ 

( en fuppofant dx conftant) 5 donc d s^ =: dx^ 

^ dx^ ^ ^ ds^ 

f nfuppofant dx conftant , devient = 2 •ï/'2,C2 — x)^ 
grla çordeFN (voyez la Ççométrie ; çft moyenn© 
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|>roportionnelle entre le diamètre & la partie FP; 
dojnc C Q = 2. F N ; .mais , félon ce qu'on a dit 
ci-defllis ( 1 3 ) , D N eft parallèle à la tangente 
C/7Z, & déplus NF eft perpendiculaire à DN, 
jtandis que ÙQ eft perpendiculaire à Cm; donc 
r N == Cn ==72 Q ; c'eft -à-dire que prenant une 
ligne C Q parallèle à la corde F N & double de cette 
corde , le point Q fera à la développée : cette courbe 
pafle par le point A ^ auquel le rayon ofculateur 
efl:==o. 

Pour déterminer la développée, je remarque 
que le rayon DM correfpondant au milieu de 
lacycloïde, doit être double du diamètre du cer- 
cle "générateur; donc faifant le redangle AB ab ^ 
le diamètre du demi-cercle ASB fera = FDj 
& parce que Cn = nQ ^ les parallèles pf^ PC 
feront également éloignées de A^, les arcs AS, 
N F compris entre ces parallèles également éloi- 
gnées., feront égaux, & leurs cordes feront auffi 
égales ; donc les angles AFN5/2AS, formés par 
la tangente AF & ces cordes, feront égaux; ainfî 
AS fera parallèle à /zQ & à FN. De plus , on 
aura An == S Q ; mais l'arc DN =CN==/iF; 
donc A/2 eft égale à Tare FN ; donc Tare N F=i 
S Q 5 donc Tare A S eft . égal à l'ordonnée coiw 
refpondante SQ^ propriété diftînâive de la'cy- 
cloïde ; & partant la courbe AQM eft une demi* 
cycloïde. 

Corollaire. Donc I^ la longueur de la 
demî-cycloïde eft double du diamètre du cercle gé* 
nérateur, & la cycloïde entière eft quadruple du 
diamètre du cercle générateur. Donc 2^. la dévelop- 
pée de la cycloïde eft encore une cycloïde; mais 
oans une fituation renverfée , & Ton voit que la. 
développée a un point de rebrQuiTement en M, 8c 
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qu*elle eft formée de deux demi-cycloîdes égalef * 
àacune à la moitié de la cycloïde ADa (*)• 

107. Problème. Déterminer le rayon ofcuJateur de 
Tfiyverhole iquiia^ère Tajjportée d fes afymptores. Soit fup- 
jofëe AB =BD r=a ( fig. 77), AL ==;f, LC = j ; 
I on aura jcj' = a i. Donc en prenant les différentielles , x èy 
•♦- J J X = o ; & diiïiérenciant de nouveau en regardant à x 

tonunc conftant , Ton aura àiy ^^ ^ ^ /^ ^ . • Subftî- 

X 

liBuit cette râleur dans la formule du côté CN<=: ■ ■. -^dang 
la même liypotlicfe , l'on trouvera C N = — -j — t — • »i 
^- ^^ ' J • Mais le^uation x djy H- ^a« = o 



(*) La cycloïde étrnt une courbe Gu*on rencontre aflcï: 
foovenr dans Tanalyfç , & dont Téquation peut fe préfentcr 
feus dilférentes formes , nous croyons devoir parler de quel- 

?aes-uncs. Soit Tare de cercle D N=:v , le diamètre D F=:2 r j 
ordonnée C P de la cycloïde étant = P N -♦- -N C = 
X ^ fin. Xy l'on aura P C = j = a: -|- /n. ;»f. Mais 

«n foifant DP =x , Tare DN fera = S. -rrr^ '» 

^i'on aura PC =s:^ =PN-+-NC = \/ (zrx — xx) 

*4- S. • '' ^ , & en prenant les différences , àjrrsar 

r^Jg — * ^* »-<f ^ ( 2 r — ^ .T ). rf y 

"^V (2r. * — x*j "^ y ( irx — ** ) "^ y (2r*— **) 

fc=r ^ ^ jyj^g gjj comptant les abfcifiês du 

'centre R du cercle générateur & faifant R P = * j à caufè 
^nc -LT — «= FP eft = r -H:v, & que D P = r -iv^ 

Ton a if^ = -^-^Vf^-H-^) . si l'on fait F P 3= x, Iq^ 
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' '■• 

donne dj = JTitl • donc CN = -J-±lL i ^ 

puifque cette Quantité eft négative , il faut prendre C N du 
côté oppofé à la ligne êits abfciffes. Menez A C & faites fon 

1^ A G 

proloagcmcnt C E =s 5 menez-lui la perpendiculaire 

E N <jui rencontrera L C ( prolongée ) en N , le côté C N fera 
par là déterminé. En eftet les triangles femblables A CL, 
NCE donnent CL: CA::CE: CNjOuj': y/{xx-Uff):\ 

y/^xx-^yy-] XX ^ yj . -^/ 

^— : : c N = ^ — , qui eft la valeur 

2. f %y ^ 

qu'on a trouvée ci-defliis , en n'ayant pas égard au fîgne qui 
ne fèrt qu'à indiquer la pofîtion de CN, 

Maintenant tirant C <J perpendiculaire à la courbe &NQ 
parallèle aux abfciffes, le point Q, bu ces lignes fè ren- 
contreront, fera "un point de la développée. Pour avoir le 
point P de la développée , correfpondant au point D fora- 
met de la courbe, on ro^narquera que AD çft normale à la 

courbe; donc prenant DK==: -, menant KH per- 
pendiculaire à DK& HP parallèle aux abfciffes , le point P 
od cette ligne rencontre le prolongement de AD, fera le 
point cbercké. Il eft évident que PD eft = AD, & que 
HD=BD. ^ 

108. Problème. Déterminer le rayon de la fpiraU 
logarithmique (/^. 78 ). Soit F le foyer, parla propriété 
de cette courbe (30), Tangle FDT que fait le rayon avec 
la tangente, eft toujours conftant. Donc en faifabt l'arc Dm 
décrit du foyer avec le rayon variable DF (jj =: dx , le 
Jinus de l'angle iDCm 9= a, fon cqfinus =r b y Ton aura 
( à caufe du triangle redangle D;«C) , Ton aqr^,. dis-je 

Dm = rfjc : Cm s=sdy :: a: ^^ donc dxz=s —^ (*)• 

Je prends la fermule du rayon R = • ■ , p étant =; 
y d X 

' — • ■; mais le triangle redangle DCm donne (en fîip* 



(*") dx eft un arc déait avec rayon variable , au lieu qu'on 
afuppofé ci-deffus (jo) que le rayon de Tare ix étoit conftant» 
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poCint le rayon =f ),<ij: r :: iy : h» Ainfirfxss -- — 5 

donc V = — , & J p s=: ^ ; donc R = — . Pour 

conflruirc R; du point F, menez F Q perpendiculaire i 
D F jafqu'i la rencontre de la normale D Q , le point Q 
ttiTi â la développée: car on aura 4 : r :: j: DQ =: 

~.' Puifque l'angle QDT eft droit , il fera égal aux 

deux angles D QF -f- QDF, qui valent un angle droit, 
parce que le triangle D F Q elt re(flangle ; donc en retran^ 
chant l angle commun QDF, Ton aura D Q F = F D T. 
Ainfi la ligne F Q fera toujours avec le rayon ofcuiaceur 
un angle égal à celui que fait le rayon de la courbe avec 
fa tangente, je fais cet angle. =?: c. Mais le rayon oicula- 
leur Q D ell tangente de la développée \ donc les lignes qui 
partent du point F font avec la développée un angle confiant cj 
donc la développée efl elle-même une (pirale logarithmique 
^gale i la développante ou à la courbe de dévelopgtment , 5c, 
l'arc F Q de la développée cft égal au rayon DQ , quoique cette 
courbe fafîè uneinfiniié de révolutions avant d'arriver au foyer F. 

Remarque. Si l'on prend un rayon FP =r F Q & que 
Ton conçoive que la fpirale logarithmique tourne fur le point F 
jufqu'i ce que le rayon FP , après avoir décrit l'angle F F Q, 
fe confonde avec FQ , on aura la pofîtion de la développée. 

Il fuit de ce qu'on vient de dire , que la (pirale logarichniique 
produit, en fe développant, une autre fpirale logarithmique 
lîtuée dans une pofition droite. 

10^. Problème. Déierminer le rayon ofculateur de la 

fpirale dont V équation efidx= Jl}!2jlZLttL . L'on 

b 

aura «I j s= V ( <i** -I- dy* ) î= iil. Je me fers delà 

b 

formule qd ne fuppofe aucune différentielle conftantc & pre- 
nantla différentielle àt ix^ j'ai ddxr=^ - ■ -^ ^- 



H ^j • Subftituant ces valeurs de ds ^ dx , 

àâx dans la formule ci-deffus pour les courbes dont k 
ordonnées partent d'un point, Ton a R= * 
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Soit B C D M ( fig. 7P ) la courbe chcrcîhée , qu*on meno 
la perpendiculaire ' C Q à la courbe Se du foyet F la îi-i 
gne F Q perpendiculaire -à C Q ; que du point F avec I« 
rayon FC , on décrive Tare Cm =î= (f x. Si des angle» 
droits Q C D , F C m on retranche Tangle Q C m , Ton aura 
«CD = FCQ; donc les triangles mCD, FCQ fon^ 
fcmblables} donc C D= rf J : D m = (tr : : FC =j : F Q j 

donc dj= -4r-^« Mais nous avons trouvé c/j= > » 

donc F Q = J j ainfi les perpendiculaires tirées du foyer F furies 
rayons ofcalareurs, font confiantes & =:=i. Du point F avec îe 
rayon F Q = A, décrivez un cercle, les centres de tous les 
rayons ofculatcurs feront fîtués fur la circonférence de ce cercle j 

car on aura toujours R =:CQ=s: V(FC)^ — (QF)* 
s=z\/ (yjr^^bb); c'eft pourquoi la développée de la courbe 
propofeé eft un cercle. 

I lo. P R o B 1 È M K* Trouver te rc^on ofcutateur de la, 
logarithmique iWjf ( fig- ^o )- Soit l'abfcifTe A P = x , 
Tordonscf PC =J^, isi fous- tangente de cette courbe 
ëtant #nftante, fi on la fuppofe = a^ l'on aura ( ix ) 

^^ ,,o« ix= -^ . J^» = ^-^^ , « 
fuppofanc d x confiant , il viendra dàjr^=^ -^^ = ^ 



x* 



donc en fubflituant les valeurs de dy^ Sc-àtddy dans la for- 
i»«le ■ ^ . - ;; — , l on aura R= 7- ■ ^ 

Cette valeur étant négative , Ton prendra R =^ C Q du côté 
oppofé â l'axe. La logarirhmique a un point de pks grande 
courbure , auquel répond le plus petit rayon. Pour trouver 
ce point, on -cherchera le point Q, auquel la développée 
a un* point de rebrouf&ment , en faifant la différence de 

R = o : ce qui donnera a" = ^y^ , ou^* = -y" » ^ 

j = fl v/r (*) ; «^onc fi cm prend PC = a V4 , ^'on aura 
le point C , auquel répond le plus petit rayon ofculateur 5 de 

(*) Les commençans pouKont s'exercef à faijrc le calcul^ 
^nî a'eil pa« dij£gler 
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nanîere oue la courbe QB fera la développée Je fa partie CN,^ 
la courbe Q ^ écaiit la développée de hpanieCM.Si iurle dianiê-« 
trc PT= a , on décrit underai-cercleP m T , & ou'on prenne m T 
£=:»! P , le triangle re^hmele P tt; T donnera ( P T j * = a a =s 
(mP )* -f- (Tm )*=:i.(Fm )%& Pm=tf y" t ; <ionc enfup 
pofànt l'ordonnée P G = Pm , le point C fera le point cherché.* 

ZII .Problème. Trouver le rayon ofiulateùr di 
ta troBrice (fig. 81 ). Dans cette courbe ( dont 
nous parlerons dans le calcul intégral ) , la tan^ 
gente eft confiante ( 34 ) 5 je la fais == /?. Par les points 
infiniment proches C & D , je mené les perpen- 
diculaires à la courbe G Q, DQ, qui fe rencon- 
trent en Q ; il s*agit de déterminer C Q = R/ 
Qu'on mené les tangentes CT, D /; en prolon- 
geant cette dernière tangente elle rencontrera 
fa première en h. Du point h , coiftme centre avec 
le rayon kt^ ]q décris Tare //, qui coup*Jnr/le' 
prolongement de ÇT. Puifque k tangentSde là 
tradrice eft conftante , Ton a C T === D /. Donc 
CT -f- AD == Ar = h fi Ainfi en retranchant de 
part & d'autre la quantité AT , Ton aura CA-+-D A^ 
s=T/; mais Tare CD étant infiniment petit, Toa 
a C A -h D A == CD ; donc CD = T/ Puifque 
(félon ce que nous avons dit ci-deflùs}, Tanglé 
CQD eft = r A/, les fedeurs Q CD , fki font 
femblables , & Ton a C Q : A / =C T ( car ces quan»»' 
tités ne peuvent différer qu'infiniment peu } :*- 
CD=T/ : //; donc ayant mené Q T , les trian- 
gles reâangles QCT,/Tr ayant les côtés qui 
comprennent l'angle droit proportionnels, feront 
femblables , & l'angle C Q T fera == t T/; mais! 
les angles C QT, C T Q valent un angle droit ; 
donc tTf ou CTP avec QTC valent auflî un 
angle droit ; donc l'angle QTP eft Croit, & QTeft 
perpendiculiiire à l'axe B T ;'donc pour* détermincif 
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k rayon ofcuïateur correfpondant au point C, fort 
mènera C Q perpendiculaire & CT tangente à la 
Courbe , & du point T où la tangente rencontre Taxe, 
une perpendiculaire à cet axe , qui rencontreraf 
la normale CQ au pomt Q, centre du cerclo 
ofculateur* 

Pour déterminer fa développée , je prolonge QC 
jufqu'à la rencontre de Taxe en m, & je mené fo^r 
donnée- C P. Je fais BT f le point B répond k 
f origine de la courbe, auquel point Ion a A» 

. .» ' , ' 

— CT, ouCQ = J/'C^^— ^tf).PuifqueC<J 
eft tangente en Q de la développée A Q, T /// fera une- 

fous-tangente , & par conféquent = ~ L_ f * )^ 

De plus les triangles femblables donnent QT < 
T/72 :: CP :'?m :: PT : C P. Mais les triangle* 
C T P , QTC étant femblables au triangle / T/,' 
font femblables entr*eux ; donc P T : PC:: Cq\ 

CT; doncQT:T/72 :: QC:C T, ou^ : tl£ ::; 

d q 

y^(^^ — ^ ^ ) • ^ ; d où Ion tire dp = f-JL_ 

équation de la courbe des co/inus hyperboliques. 
Nous en parlerons ailleurs. 

R E M AR QU r. Soit ;[ une fonftion quelconque 
de X 8c de y ^ds l'élément de lare d'une courbe dans- 
faquelle dx-:^ ^dy. On fait que le rayon ofcu- 

lateur eft = j-^jj- ^en fuppofant dy conftant;^ 



(*}: Cette fotmufc devient -^T^,en^£|ifant5=»j' &i?sa*vw 
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& puifque dx s=[Jy ^ le rayon ofculateur fêrac 

--— ; car alors ddx:=s d^Jy ( en fuppofant 

toujours dy conftant ) , d'où Ion peut tirer cette^ 
conftruâion générale pour une courbe algébrique 
ou tranfcendente quelconque* 

Soit la courbe AC (fig. 8i-A) j, dont on de- 
mande le rayon de courbure au point C, tirez 
les lignes quon voit dans la figure; c'eft-à- dire, 
après avoir mené la tangente au point C, par le 
point / où cette tangente rencontre Taxe /D ^ 
élevez la perpendiculaire /g jufqu'à la rencontre 
de la normale ( à la courbe prolongée en g^ ; & 

J)arce qu'on eft fuppofé connoître la tangente y 
bus-tangente , la normale & fous-normale de cette 
courbe , conftruifez une nouvelle courbe /tz L ; de 
manière que fon ordonnée mb foit quatrième pro-' 
portionnelle à l'ordonnée tC de \a première , s 
la fous-tangente /A & à une confiante n, pri/e 

.arbitrairement , pour avoir ^ Cr=y : i/=: n 

- n dx . . , , nd doi 

m t m=i , ce qui donne d.bm:=s> 

dy ' ^ dy 

nd 7 djr r r i r 

- 11=1 nd[ ^ en luppolant dy coni- 



dy , 

tant. On connoîtra donc cette nouvelle courbe & 
fes tangentes , fous - tangentes , &c. Faites fb i 
N^ :: gD: CF, je dis que CF fera le rayoa 

cherché. Car par conftruâion, CF= — -^-î— s^ 

— -l-il- — , à caufe des triangles femblables ^D/, 
/C b. Mais à câufe des triangles femblables HfC, 

: tjb. 
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v>/ ^ , 1 on a — = .: — ^_ =5 

/^.C3 {fbf X Ci 

Ni X (C/)î X « ^ /i n.- s dx.ds.ds\n 
-7; — 7-— ; — ( par conitruaion)=î=: ; — ' — 

/iX(Ci)*Xi/B ^ ^ n.di.dx.dji* 

Ni d X 

( par la propriété des tangentes; car-- — =_l(*)j[ 
C/ ds ^ Cf ds ^ d^' > 



/i ^:c ' Ci dj '' didy 

divîfantle numérateur & le dénominateur par /2 rf;r) 

= au rayon ofculatdft ; donc C F eft le rayon ofcu-j 

lateun 

Soit aC la logarithmique vulgaire (fig. 81 B )i 
L/72 fera auflî une logarithmique femblable qui aura 
la mcme fous - tangente , mais dans une fituatioa 
renverfée & fur le même axé, de forte que ijo fera 
s=/i^ Car foit iC =^, ^/=tf , Ton aura bm 

, & de mêmey ^=^~ — > ainfî les courbes 



ïam^ aC font les mêmes ^ mais placées dans unq 
fituation xenverfée , de manière que la plus grande 
ordonnée y répond à la plus petite ordonnée b m. 
De - là il fuit que le rayon ofculateur de la logarith-. 
mique à C eft «1= gfD 5 ainfi Tpn a F C ==:^ D. ' 

112. Problème. Déterminer la nature de la 
développée d^unc demi * épicycloide AMR{ fig, S 2 ) 
décrite par la révolution d!un demi-cercle MCB autour. 



(*.) Car le&. triangles femblables m & r ^ m i N donheat Ni: 

Nt — JLLi 
bm- km- 



Imii hri Imiy ou -~- »~^..Mais/rr :ssd xSchm 



B= nd^'y donc &c» ' 
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d'un cercU immobile B CR(*). Lorfque le demi- 
cercle générateur eft parvenu dans la pofition 
B C M , c eft • à - dire , lorfque le point décrivant A 
eft arrivé en M , il eft vifible i*^ que tous les 
points de Tare BSC du cercle mobile fe font ap- 
pliqués fucceffivement fur Tare CB du cercle 
immobile , & qu*ainfî ces deux arcs font égaux ; 2* 
queM C eft perpendiculaire fur la courbe , puifque 
la corde M C eft évidemment fituée fur le rayon Mp 
de lare évanouiflànt/w M, décrit par le point M; 3** 
^ du centre Q du cercle immoWfe 1 on décrit lare EM, 
ks arcs EB, MC du cercle mobile compris entrer 
deux arcs concentriques , font égaux ( à caufe de 
la courbure uniforme du cercle ) , auffi bien que 
leurs cordes; & les triangles QBE, QMC ayant 
tous leurs côtés égaux, font égaux en tout. Donc 
les angles QBE, Q CM font égaux. Soit main-- 
tenant du centre /? , où fe rencontrent deux per- 
pendiculaires à la courbe infiniment proches, dé- 
crit Tare CA, & confîdérons Ei perpendiculaire 
fur EB comme un arc infiniment petit, décrit du 
point B avec la corde E B prife pour rayon ; les 
triangles redangles Ckc.Eie feront égaux & 
femblables ;car Ce ouRc— RCcr^Ef , oùeft égal 
a lare B e —rare B E, puifque les arcs BE , M C, 
compris entre des arcs concentriques font égaux, 
& que rare R C eft égal à rare MC ; & fi le point 
M fe trouvoit en m , Ton auroit l'arc R c égal 
à lare correfpondant MS; donc Rc =5 BEc 
& Ce =Ee; d'ailleurs Ac M» mc~MC = Br^ 



( * ) Qaand on parle d*uae figuie > îl n'eft pas néceflaîre 
qu'elle foit entièrement <îécrîte j il (ùffit que la portion dé- 
trite fok fuCikûte pour faiie comprendre ce dont H s'agit 
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*-^BE ; puifque m c eft cenfée égale à la cordé 
dû cercle dont rextrémité c appuyoit fur le cer- 
cle immobile, lorfque le point décrivant étoit 
en m ; donc on avoit alors Bc = mc i donc hc 
8SS Be — BE = ie. Les triangles ei E, AC c ont 
donc leurs hypothénufes & un côté égaux de 
part & d*autre ; ainfi le troifiéme côté AC d*uo des 
triangles eft égal au troifiéme côté E i de Tautre 
triangle (*)• On vient de voir que les arcs E i , A C font 
égaux; mais les angles mefurés par des arcs égaux 
(ont en raifon inverfè des rayons de ces angles 
[voyez ce qu*on a dit ci-deflus loi ] (**); donc l'angle 
Cfh: EBii: BE ipC- 

Pour trouver le rapport de ces angles , je fais le 
rayon du cercle immoDile=i , le rayon BK du cercle 
mobile = a. Il eft évident que Tangle EBe = QBc 
— QBE= Qc/w — QCM r^O>donc en me- 
nant «C parallèle à Qc & C L parallèle kcm^ Ton aura 
EB«=;LCm— QCM=LCM—QC// (parce quel^ 
angles LC« , mcQ, dont les côtés font parallèles, 
font égaux, & quen retranchant du premier dd 
ces angles Fangle MCQ = MC«-+- QC«, il 
reftcLCM — QC^). Mais LCM = mpM^ 
donc/w/M — QCu = EB*, ou mpMs=:EB^ 



C') Car ces deux côtés font égaux chacun i la racine de la 
dilFércncedu quarré de Thypothénufc & de celui de l'autre côté. 

(**) Car fi deux arcs font égaux & que le rayon du pre- 
mier foit double de celui de l'autre , le premier mefurera un 
-angle fous-double. 
(***) Car puifque M « eft égale à la corde B f , les triangles Q m r ; 
QBe ont tous leurs côtés égaux. Se par conféquent leurs 
angles font aufli égaux. Il en cà de «adme des triangles Q CM^i 
QEB. 

Na 
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QCu. D*autre côté les arcs E «, c C font égaux j 
donc Tangle C Q c : eKE=2.EB'e( parce que ce- 
lui-ci a fon fommet à la circonférence du cercle ; 
ainfî il neft que la moitié de Tangle EKc) :: 
KE=tf:QC = ^; donc l'angle C Qc =» 

JlflliLs &rangleMCL eft= C/;A = EBr 

rHQC« = EBe •+• CQc (parce que les angles 

K C Q 5 CQc font alternes , internes ) = - x . 
EBrH — X EBc== i ^ . Mais 

b à 
il eft évident que C/? : B E : : E B ^ : — —- — î- j 

donc C/? = -- = ,- . Maintenant fi 

ron fait QA ( fig. 83 ) = C^+ :2tf ) : QB 
c=A :: MC: C/; , le point p fera à la dévelop- 
pée [ car C fig. 8 2 ) le point p eft le concours oes 
deux perpendiculaires infiniment proches w/?,M/?]» 
De la dernière proportion, en la renverfant, 
compofant & faifant M/? = R , Ion déduit R: 
MC:: 2^-H 2^: ^H- 2 a y, cette développée 
C fig. 83 ) commence au point R de la bafe au- 
quel l'arc M C devient = o , ou , fi l'on veut , 
= ^ , & elle fe termine au point N ; de "forte 
que QA : QB :: BA: BN, ouQj^: AB : : 
QB: BN:: QA~ AB= QB: QB — BN 
= QN, ou QA: QB :: QB:QN O ; donc 
les lignes QN, QB, Q A font en proportion 
continue. Maintenant fi du centre Q , l'on décrit 
le cercle N/wz, je dis que la développée R/;N fera 



{*) On doit foire attention qu'au point B, Ton a M C 
BA,&:Cp=s=BN. 



X 



"S 
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une demi - épicycloïde femblable à là propofée; 

parce que les diamètres NB , AB des cercks 

mobiles font dans le rapport des rayons QN, QB 

des cercles immobiles, mais elle eltpofée dans une 

jGtuatîon renverfée , de manière que Tune touche fa 

bafe en R & l'autre en N. Suppofons la ligne QD 

1= QA, /C .= BN, & décrivons les cercles 

D MC, ipCyla. droite QD paflèra par les points 

t &c C, auxquels les cercles mobiles touchent les 

immobiles; & faifant AB.ou DE : NB.ou C/ u 

M C : C/> , le point p fera à la développée , & de 

plus à la circonférence du cercle Cp /. En effet 

Jangle D M C , appuyé fur le diamètre D C , efk 

droit, & les triangles DCM, Ctp ayant les 

..côtés qui comprennent l'angle C proportionnels.^ 

font femblables ; donc l'angle Cp t efl: droit j mais 

cet angle efl appuyé fur le diamètre G/; donc il 

efl à la circonférence. De plus à caufe des angles 

MC D, tCp égaux, l'arc DM ou fon égalCB^ 

cfl à l'arc />/, comme le diamètre CD ^ au dia* 

mètre Ct (car les arcs femblables font comme 

les rayons & les diamètres ):: QC: Qt :: CB: 

N ^ ; donc les arcs Nt ^ pt font égaux ; donc la 

courbe N/? R efl: formée par le mouvement d'un 

point /^ de la circonférence d'im cercle C/^r, qUî 

roule fur le cercle immobile N ^ //^; &.partant cette 

courbe efl une épicycloïde. 

Corollaire. LacourbeR/?N, en fe déve- 
loppant produit donc une demi-épiçycloïde RM A, 
" & 1 arc développé R p étant égal au rayon ofcula:- 
teu r M/?, l'on a mp=R p. Mais félon ce q u'on a dit ci- 
deflusAB:NB::MC:C/7,&QB:Q^I::AB: 
BN; doncC/^ : C/;-+-C M==:/^M= Kp :: NQ : 
QB -h QN; c'eft-à-dire, ,que,la tangente /?C, 
comprife entre Ig demi- cpicyçloïdç NR& le cerd<5 
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BR , eft à la longueur de la développée R/^ , 
comme le rayon du cercle immobile cle la déve- 
loppée , à la fomme des rayons des deux «rcles 
immobiles ; ou en ne faifant attention qu*à lepi- 
cycloïde N R , comme le rayon du derde immo^ 
bile à la fomme des diamètres des cercles mo- 
bile & immobile; car QB H- QN = 2QN 
H-N B* Donc en tàifant Tare R/^ = S , la tan- 
gente /iC= « , QN =a= * , N B =2fl , Ion aura 

Au point B, Ton a « = BN =s 2/^,- &M> 
zzSssz — i 5 doncfi tf :=*^ 



NA 



Ton a alors S := RN 



s aa 



8a = 8*; 



ceft-à-dire, que la demi - épicycloïde NR eft 
alors égale à quatre diamètres du cercle mobile 
ou dp l'immobile. Par la même raifon , fi on fait 
AB =:2tf & QB = bf Ton aura la longueur S 

de lare R A s= — ^-- --. 

Pour trouver Tefpace renfermé entre la àerni» 
iépîcycloïde ou la demi-roulette AMR Cfig- 82) 
& le cercle immobile BR, je remarque que k 
4arape2e lAÇAmeA =:^ MC. (mM-f-CA) 

b 
i voyez la Géom. )• Or C/ = C ^ ■> x MC>; 



la 



Up 



iJ:l±:l.X MO (*)]:: CA : M« 



la 



(*) GarMp = Cp-KCM= -j:^r X CM 4-CM 
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— . — 1 GA; donc à caufe de C A=ss Ei 

(ainfî qu'on Ta vu ci - defllis ) , & de MC^sEB^ 
Ton aura le trapèze MCA/72== ■ x Ei 

X E B ; donc le trapèze fera au triangle corres- 
pondant £ B i ou EB c (car ces triangles ne di^ 
térent entr*eux que d une quantité infiniment pe- 
tite par rapport à eux - mêmes ) comme 2 a -H 
^t z i. Mais le triangle EB^ = f. Bi. Ei eft 
félément du demi-cercle mobile , & le trapèze 
dont on vient de parler eft Télément de Tefpace 
épicycloklal cherché ; donc cet efpace eft égal au 

demi - cçrcle mobile , multiplié par , 

Si tf = ^ , cet efpace fera >égal au demi - cercle 
mobile^ que je fais = g 9 multiplié par y , ou 
iera =5*^ , & Tefpace entier renfermé entre Tépi- 
cycloïde & le ^cercle immobile , fera =s 10 g on 
quintuple du cercle générateur. 

Si on fuppofe t sss 60 , c*eft - à - dire , fi on 
fuppofe le cercle immobile infini & le cercle mok- 
bile fini^ alors la bafe de Tépicycloïde ne difFé* 
rant qu'infiniment peu d'une ligne droite, Tépi- 
cycloïde fe change en cycloïde y qui peut être 
regardée comme une épicycloïde dont le rayon du 
cercle immobile feroit infini , & dans ce cas l'eipac^ 

dont nous venons de parler devient s=b — — .g=s« 

b 



3 g 9 F efpace.çycloïdal entier eftae ^g ou égal ati 
triple du cercle générateur, & Tare RN (fig. 85 ) 

S, qu on a trouve ci-dcflus = . 

Ni 
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(devient alors = -i-^ — 5=4^ [caralorsaCrz^-f* 

jt i ) devient = 4* ] ; donc la cycloïde entière fera 
9=2 Stf^-ou fera quadruple du diamètre du cercle 

générateur. 

Si Ton fuppofe que le cercle mobile BEA 
C fig* 84 ) roule au dedans de Timmobile, alors 
on doit regarder le diamètre 2 a comme négatif; 
& ayant mené la perpendiculaire M/? à la rou- 
lette R A , Ton fera QA= h — %a {\, caufe 
du diaTmêtre 2a négatif ):QB=^::MC: 
C/^ = /« , & le point p fera à le développée ; 
donc n = C/> : MC 4- C/> =:Mjp = R/? =S:: 

6:26-^ 2a, ou S = r • Mais Q A, 

jQ B , Q N font en proportion continue ; donc b — * 



on a vu ci-dellus .que m M = — ^ — — — — , 

'& que C A = E i C %. 82 ). Or E i eft féléiBent de k 
corde E A, &/7z M l'élément de Tare cycloïdal A/»; 

^onc cet arc eft égal à ^^^ >^^ \ . £ A» Mai» 

dans la figure 84, à caufe de 5^ négatif, .Fon 

^ AM = -^ —!• i-CEMeftunarcde 

cercle décrit ^tfu centre Q}î donc l'arc R A =« 

• * 7*' y AB, parce quici ÀE=s AB ; 
is, lepicycloïde entière R AD eft double de cet 



I . 
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arc. L'élément ro M C A s:^ ^^^7^" >^ ;B E x 

ÎE, &refpace BRAM= Ji±lifil£ , en 

faifpnt Taire <Ju demi-cercle B E A = ^. 

Remarque I. L'on a prisx le trapèze m C AM 
pour rélément de Tefpace BRMA, au lieu de 
prendre le quadrilatère.M ^tz c C ; mais il faut remar- 
quer que le triangle CAc eft infiiflment petit par 
rapport au trapèze dont nous venons de parler. 
En effet les cotés Ck, ch font infiniment petits 
par rapport à C M & c A. C A eft un infiniment 
petit du fécond ordre ; donc on peut le négfiger 
devant JAC cm infiniment petit du premier ordre, 

RemarqueII. On peut conclure de ce que 
nous venons de dire, que les développées dej 
épicycloïdes font aufli des cpicycloïdes , & réci- 
proquement qu'une demi - épicycloïde , en fe dé- 
veloppant , produit une demi - épicycloïde , maii 
dans une fituation renverfée. On fuppofe que ce dévei» 
loppement commence au milieu de l'épicy cloïde. , 

113. F KomthiE, Trouver la courbe de V équation 5=3 
^"^ (CC — RR) f S étant un arc de courbe^ C une 

m 

ligne donnée , ù*Rle rayon ofculateur de la courbe. Soit A M 
un arc à' épicycloïde % , le rayon ofculateur correfpondant au 
. foint M tssMp acjft (Jig. &5 ), & ruppofons qac A D = C cft le 
rayon ofculatear correfpondant au poiiit A de la courbe. Je di^ 
vij[e A D en deux parties en B , de forte que Ion ait C : A B : >; 

' n-f-m : R, ou AB = ; donc BD =C — 

. Je fais encore n^^m: m :: — ; = AB: 



P Q ;— — m . Duppint Q, avec les rayons QB & (JA^ 
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je décris le$ cercles AF» BC, & fur le diamètre AB, je 
décris le cercle AEB. FaifaDt mouvoir ce dernier cercle 
fur le cercle immobile B C N , le point A , qui au commen- 
cement du mouvement eft le plus éloigné du centre Q , dé«* 
crtra l'arc A M d'une épicydoïde. Suppofons que ce cercle 
foit parvenu en FMC, & drons par fe centre de ce gercls 
la ligneFQ = AQ) tirons encore les cordes FM tangente 
de répirycloïde , & M C perpendiculaire à répicycloïde. Selon 
ce quon a démontré ( m ) la tangente Cp (ng. 83 ) comw 
prife entre le cercle immobile ôc répicycloïde y eit afarc Rp 
comme le rayon O R du cercle immobile i la fomme 6n 
«Bamétres des cercles mobile 6c immobile ; donc ( fig. 8 5 ) 

la tangente MF eftà l'arc AM = S:: CQs= "~^ 



nn 



AB«h BN=s •+- :: m: n-h «; 

«4- m ■ » » — . »» 

mS 

donc la corde MF eil = ■ . L'ona trouvé auffi (i iz) pour 

b figore 83 la proportion R( c*eft le rayon ofculateur) : M C :': 
af-f* ta: f-4- z a (b dï le rayon du cercle immobile ^ 
# celui du cercle mobile , & M C la corde du cercle mobile» 
comprifê entre le point décrivant du cercle mobile & le 
point od ce cercle touche l'immobile ) j donc ( fig. 85 ) R : 

CM:: AB-f.»BQ:AB^BQ:.— :î-^ + -*^^îîî^: 

n-f-m »» — Ml» 

: : m •+- n : « ; donc m C ::s 






-5 or(FC)«= (AB)*=(MF1*4.(MC)- 

s =s JL . V(C*— R*) , équation qui réfout le problême. 

Simrsro^ron aAB= ; =s =C:les points 

ii-4-m n ^ ^ 

B & D (e confondent , D B s'évanouit , le rayon B Q du 
cercle immobile devient t= o , ce cercle devient un point Q> 
9c Pon n'a alors aucune épicycloïde. Si /i se m , Ton a AB =s 
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.;;^ = f , &BQ =• -^il£- = » . Ainfi U 

bafe de répicycloïde peut alors être regardée comme dneligDe 
droite , & l'on a une cycloïde à laquelle convient réâuationS=s 
V(CC— RR). 

Suppofons njainteiiant m>/i; je fais AD=C(fig.8^), 
ôc prenant A B = -^ , B Q = .JHH- ,. /e décris 

les cercles AF/7,AEB,NCB. Suppofons que le cercle mobile , 
en roulant au de ians de H CN , eil parvenu dans lafituadonFMC, 
& que l'épicycbidc cherchée efl AM, Ayant tiréM/7=R & les 
autres lignes que la figure répréfeme , à caufe que le diamètre A B 
doit être prisnégativemeiuL on aura MF:AM=:S::QB 

g= "'"^ :BN~AB==: ^"'^c _ "G „ 

m 5 

m:mrH /z;doncMF= . L'on aura auffi Mf 

immC 



= R: CM:: BN — AB: BQ — AB :: 






« C ilinC » C 

: : m -f- n : /! ^ donc 



m -f- » 



CM=— Ij Mais (FC)» = (AB)»=s:(MC)» 



(.MF)*} donc "**^' m»SS »»R» 



{«-H»J» (m-H»)» (»-♦■»)* * 

d'od l'on rire auffi S =s — V (CC — RR). 
Corollaire. Donc on peut toujours trouver une épicycloïde 

Â laquelle convienne Téquadon S= — i/(CC— RR). 

f^ 

114. Problème. Trouver une courbe telle que U déve" 
loppée lui foitfemblable. Selon ce qu'on a dit ci-nieflus (m), 
la développée d'une épicycloïde efl auffi une épicydoïde 
fèmblable , mais iituée dans une pofiuon renverflb , Se l'on 
a vu auffi (108 ) que la développée de la fpirale logarithmi^ 
que étoit une fpirale logarithmique , mais fituée aans une 
pofidon droite. Si l'épicycloïde étoit une cycloïde , la dé- 
veloppée (êroit une courbe non-{èuIement (emblable , mais 
^gale. On Cent bien qu'il faut que le développement fe fàfle 
comme Cy-deiTus ( 106 ), en commençant par le miUeu de 
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la courbe , autrement cela n'auroit pas lieu. Si l'angle de te 
courbe avec Ton rayon ëtoit de 45^ dans la loganthmlque 
(pirale (fie. 78), alors on auroit par-tout FQ=FD, Se 
1 arc F Q de la développée égal â Tare correlpondant F D 
de la développante (*). 

Remarque. Si la courbe AD (fig. 87) fe développe ea 
commençant par le point A, elle produira la courbe AB ; 
fi elle fc développe a commencer par le point C , elle pro - 
duira la courbe C N bien ditférentc de la courbe A B , & la. 
partie AC, en fe dévelopant, â commencer par le point C|. 
produira CM. 

Des caujliques far réflexion & par réfraSllon^ 

Il y. Avant d'entrer en #iatiere , nous allons* 
propofer un lemme dont nous ferons ufage dans 
la mite. 

Lemme. 5"/ Fon a un nombre quelconque de quantités 
^9 ^, Cj e y & qu'on retranche la féconde de la prtr 
mierey la troljiéme de la féconde ^ &c, la fomme a^^b 
^b — c-i^c — e de leurs différences fera = a 
•— -e , ou fer a égale à la différence de la plus grande à la 
plus petite , ù par conféqucnt égale à la plus grande^ 
fi la dernière efl tjo:^ o^ 

Ce lenrnie eft évident , car toutes les quantités 
intermédiaires fe détruifent par la contrariété des 
Cgnes ; donc &c. 

116. Si un rayon de lumière A B , partant du 
point A C fig. 88 ) tombe fur une furface plané , 
pb OM fur une furface courbe Q B D , & qu'il fe 
réfléchifle en C , de manière que le rayon incî- 
*dent foitAB& le rayon réfléchi BCjlangle ABM 
fait par le rayon incident &la ligne BM perpen- 
diculaire à la furface réfléchifTante , fera appelle 



(*) Cette propriété qu'a la fpirale logarithmique & les épicy- 
cloides de produire à&% courbes fèmblables en fe dévelop- 
pant, eft ttès-dignc de remarque 
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angU ^incidence , l'angle M S C , formé par la 
perpendiculaire M0& le rayon réfléchi BC, fera 
appelle angU dt réjl&xion. 

C'eft un fait que l'angle de réflexion eft tou* 
jours égal à l'angle incidence ; or l'angle A B M 
eft complément de l'angle AB/i=ABQ; car 
l'angle / B Q eft infiniment petit, & l'angle IVIBC 
eft complément de l'angle CB^ = CBD ; donc 
les angles que forment les rayons réfléchi & inci- 
dent , avec la furfaçe réflécniflante , font égaux 
entr'eux. 

Si on conçoit qu'une infinité de rayons de lu- 
mière FA, FM, &c, qui partant du point F, fe 
réfléchiffent après avoir rencontré la courbe AB 
( fig. 8p ) , en faifant l'angle de réflexion égal a 
celui d'incidence , la courbe h Q que touchent 
les rayons réfléchis, ou la courbe ^ R ( fig. 90) , 
que touchent les prolongemens des rayons réflé- 
chis, eft appellée caujiique par réflexion. 

Si on fait la tangente AL = A F ( fig. 89 ) ; 
& qu'on développe enfuite la ligne AQ * , en 
concevant un fil égal à la courbe b Q , plus à la li* 
gne A R = L ( rayon réfléchi correspondant au 
point A) le point L décrira la courbe LP, telle 
que la tangente P Q de la cauftique , fera toujours 
égale à la portion AQ de la cauftique plus^à la 
ligne AL. (Si AR eft une ligne droite, on pourra 
néanmoins le confidéf er comme ayant une cour- 
bure infiniment petite, & comme une partie dq 
la courbe ^Q). Si on conçoit les rayons inci-. 
dens infiniment proches FM, F /n & les rayons 
réfléchis correfpondans MQ, /tz Q , prolongés 
jufqu'à la rencontre de la ligne LP, &: que des 
points F & Q comme centres , Ton décrive les 
arcs iMN, M /z, on ^ura les tjriangles redangle$ 
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m 
MN/iiy fJinm feixiQiables & égaux; car puîfque 

Tangle de réHexion eft égal % celui d'incidence , 
Ton aN/7zM = QmB; or QmB ==Moth (fon 
oppofé ou fbmmet); donc ces deux triangles font 
femblables , & parce que d'ailleurs ils ont la même 
hypothénufe^ ils font égaux; donc Nm :=mné 
Mais ;z/72 eft la différence de PM, & /tzN celle 
de FM ; & parce que cela a lieu en quelque 
endroit de la courbe que foit fîtué le point M ^ 
ils'enfuit que M P— LA , ou AR -h RQ— M Q, 
fomme de toutes les différences N/72 dans la por« 
tîon de courbe AM ( voyez le lemme ci-deflus), 
eft = FM -— F A, fomme de, toutes les diffé- 
rences N m dans la portion de courbe A M ^ donc 
Ton a 1 équation AR 4- RQ — MQ = F M — 
FA; donc 1 arc RQ (de la cauflique) eft= FM— 
FA +MQ — AR; c'eftà dire que Tard RQ 
de la cauftique eft égal à la différence des rayons 
incidens de Tare correfpondant A M , plus la diffé- 
rence de tous les rayons réfléchis ; car on doit 
regader A R comme le rayon réfléchi correfpon- 
dant au point A ; lorfque la cauftique commence 
en A , le rayon eft = O. Si le rayon réfléchi A R 
( fîg. po ) devoit envelopper la portion R Q de 
la cauftique pour parvenir en MQ, dans ce cas on 
auroitRQ=FAi— FA -H AR .-MQ, parce 
qu'alors la différence des rayons réfléchis eft = R Q 
•-+- Q M — A R. En général la différence des rayons 
incidens eft égale à la différence des rayons réflé- 
chis, en joignant à Tun de ces derniers la portion de 
la caufHque qu'il développe avant de tomber fur 
l'autre. Si du point F ( fig, 89 & 90 ) , l'on décrit 
l'arc Au, il eft évident que aM fera la différence 
des rayons incidens ; & fi l'on fuppofe C fig. 91 ) 
^ue h point lunùneux F devienne infiniment âoi- 
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gné y les rayons incidens feront ceofés parallèles ^ 
& Tare A a pourra être regardé comme une ligne 
droite perpendiculaire à ces rayons. 

Il eft vifible qu en cherchant le concours des 
rayons infiniment proches M Q , /w Q ( fig. 8p) , on 
trouvera le point Q tie la cauftique. 

117. P R O B <L ê M £« Etaru donné un point M 
iTune courbe A M (^fig. 92 )avtc le point lumineux F, 
trouver la longueur MQ du rayon réfléchi. On cher-- 
chera ( par quelqu*une des fotmules qu'on a don- 
nées cî-deflus) , le rayon M C de la développée au 
point M, & ayant pris lare infiniment petit M/?î, 
on imaginera les rayons incidens & réfléchis que 
repréfente la figure. Des centres F & Q on dé- 
crira les arcs M 72 , M N ; ' on mènera les perpen- 
diculaires CP, Qpy CB, Qb fur les rayons inci- 
dens &: réfléchis; on fera enfuite FM = y & 
MP =MB (parce que les angles PMC, BMC 
étant égaux , tous les points de la ligne CM font 
également diflans des lignes JB M , M F ) =^, 
Cela pofé , il fuit de ce qu'on a dit ci-deflùs , que 
les triangles M /a /w , M N /w font égaux & que M N 
=:=r M /2 ; de plus y parce que les angles dlncidence 
& de réflexion font égaux. Ton a CP =«= BC, 

C;^ = ^C ,& par COnféquent CP— ^G/^rrrrCP- 
CSsrsPSrrrCB— CA =:B^. Mais les triangles 
F P S , F M/2 font femblables , auflî bien que les trian- 
gles QM^ QBg;doncFM C>'):FPC>'— tf):: 
M N : P S , ou ( componendo&cinvertendoy2.y — a \y : : 
M/2+PS = MN4-B^:M/2=«MN:: MQ-h 

QB=MB=MP =tf:MQ = — ^^ — ; 

Si la courbe étoit convexe du côté de F , y 

deviendroit négatif, & Ton auroit M Q ^^ 
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- . Si Ton fuppofe y infini , alors les 



rayons incidens ( fig.91 ) font cenfés parallèles , & 
ron.aMQ == .:i- = — 

. Lorfque la courbe A M ( fig- 92 ) eft géomé- 
trique , Ton peut avoir géométriquement tous les 
points de fà développée ; Tort peut aufli trouver , 
par le moyen de la courbe A M B ( fig, 8p ) , 
une ligne droite égale à une portion quelconque RQ 
de la cauftique , qui dans ce cas eft reâifiable. 
Si la courbe A M ( fig. 90 ) eft convexe du 

a y 

côté du point lumineux F, MQ fera ==-——; 

quantité qui fera toujours pofitive ; ainfi il faudra 
la prendre du coté 911 fe termine le rayon de la 
développée M Q , &^ les rayons infiniment proches 
feront divergens (*). 
• Si ( fig. 92 ) la courbe eft concave du côté de F ; 

la valeur de MQ = fera pofitive^ 

lorfque j^ fera > f , négative., fi r <^ ^ & infinie, 
fiy =|. Dans le premier cas les rayons réflé- 
chis font convergens ; ils font divergens dans le 
fécond . cas , & parallèles dans la troiliéme. 

Si on décrit un cercle dont le diattçtre M H 
( fig' 93 ) fo^^ "^^ moitié du rayon ofculateur MC, 
âcaufe des triangles redangles femblables , MKH, 



(*) Les rayons divergens^ font ceux qui. vont en s'^cartant 
les uns des autres, & les rayons* convergens font ceux qui 
vont en s'approcham les uns des autres» 

■ MPC. 
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MPC, Ton aura MK == ^ = f , comme Tort 
à M H == 212.; donc fi le point F tombe fur lé 
point K , c*eft-à-dire , fi le point F tombe fur là 
circonférence du cercle , les rayons réfléchis fe- 
ront parallèles ; ils fgront convergens , s'il torab« 
hors du cercle , & divergens , s'il tombe dans W 
cercle. 

' Si la courbe A M (fig.96* A) eftfuppoféeuncpà- 
Irabole ordinaire, & que le point /, d'où partent leS 
rayons', foit le foyer de la parabole, par la propriété 
de cette courbe , les angles que fait la tangente avec 
le rayotl vedeut & le diamètre corre(pondant -, 
feront égaux ( comme on l*a vu dans Jles fedionS 
coniques) ; donc le rayon réfléclu MQ fera pa- 
rallèle à l'axe A/» . 

Si la courbe AM ( fig. ^4 ) eft une ellipfe , & 
que le point lumineux F foit un des foyers , le 
rayon réfléchi paflera par l'autre foyer /; car 
par la propriété de cette courbe ( comme oh Ta 
vu dans les feâions coniques ) , les angles que 
forâie la tangente avec les lignes tirées aux foyers^ 
font égaux ; donc , &c« 

Si la courbe AM ( fig. p/ ) eft une hyperbob 
& que le point lumineux F (bit un des foyers, lei 
rayons réfléchis prolongés paflerorit par l'autre 
foyer/, & s'ils partent de' / , ieuirs prolongemeftS 
pallêront par F j cela fuit de ce que les angles que 
forme la tangente avec les lignes FfÀ^Jm font 
égaux , ainfi qu'on Ta vu dans feâions coniques^ 

Ii8é Problème. Trouver la cdufliquc par réflexion 
de laparahole A M (flg. p6 ) , enfuppofant les rayonâ 
incidens FM parallèles entr^eux & perpendiculaires à 
taxe A R de la parabole, f uifque les rayons font 
parallèles , on peut fuppofer y = co ^ & Ton aura 
Tome m ' O 
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MO :^ _^_-. -=s = — , Du milieu 

H du rayon de la développée , je mené H K per- 
pendiculaire fur M P s= <z 9 & tirant les autres 
lignes que repréfente la figure , l'on a ( à cau(ê 
<les triangles femblables ) M C : M H : : M P : 
MU :: 2 : 1 :: a i %i donc MK = • = M Q, 
Portant , donc M K fur le rayon réfléchi M B & 
faifant MQ = ^, le point Q fera à la cauftique, 
& Ton pourra de même trouver tant de points 
de la cauftique que Ton voudra* Au point A , le 
rayon de la développée eft égal à la moitié du 
paramétre & (itué fur Taxe ; ainfî M P = ^ de- 
vient alors = o , & la cauftique paflè par le fom* 
met A de la parabole. 

Pour trouver Téquation de la cauftique , je luppofê 
fabfciflè A R=y, l'ordonnée QR=^, & prolongeant 
M Q jufqu à l'axe en V , je fais MV= { , M/ =y, 
rabfcifle indéterminée À/== x , la fous-normale /D 

c= ^^^-^. Maintenant à caufe de l'angle /MV 

div;(e en deux également par la ligne M D , Ton a 
( voyez la Géométrie ) JM/i iMV::/D; DV^ 

ouyizi: Z£L^..JiY^I^i donc/V=. 
-^ ^ dx àx 

/D+DV= ^^^^^"^y , Mais le triangle 

d X 

redangle /M V donne C/V )'• = ( MV)* — 
(fM.y=ll —yy% donc/V== V(.l.X —yy^=^ 

L — ; donc [en multipliant par dx, quar- 

jrant, tranfpofant, & divifant par{;-f-_y ] j</_jr* Vyiy* 
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Subftituant cette valeur da [ dans celle de /V tsû 
' ^^ '5 il Vient /V = ■ ^ ^^ ~4 Ayatit 

dx^ — dy^ ^ 



dx ' ' " dx^ — dy 

itiené Qm parallèle à Taxe , les triangles M Q /^ , M/V. 
feront femblables, & l'on aura MV i MQ:: M/i 

tA.m ; or MO =s — ^5=î* *Maisle côtâiiî'dtl 

rayon ofculateur, en faifant dx confiant, cft 



C nous avons défigné ce côté n*^ 103 paf CN)J 

MP 
donc la moitié de ce côté , qui eft ici =i= — ^ ^ (efâ 

* 

dx^^ifdy^ . y(dx^^dy^) dx^-^ày^ 

— 5 donc — ^ -— -^ î ~r— ^^ 

- — % d dy dx^-^ay^ -^^tddy 

donG^=s^-+i =— *DeplusM/sM/7zt:/Vi;72Q 

-f- 1 ^ <f ^ 

/•-n j rfx*— -dfy* \ydydx ^ 

/Rîdoncy : -4— *• "^ j /R 

•^ ' -^ —zddj dx^—dy ^ 

d Y d X 

— 5 & partant /R= AR— /A=2=2/— -j? 

^-ddy 
àydx ^. . dy dx ^ 

, &/? =±=::ji? -+- — ïl-..— ., Les ex-* 



— ^ ^^ — d dy 

Î)reflîons de /^ & de j peuvent fervîr pouf toute* 
brtes de courbes , en employant leurs équatîôfiSf* 
Soit le patamêtre de la parabole ass l, foû 

aura ^* £==s ar ^^ sïs ;r* , </jj^ £==ï {# * * • </ â^; 

-1 

0% 
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fuppofanti/A: conftant. Subftitiiant ces valeurs dejr^ 
^y^ ^^Ûff ^^^ les valeurs de ^ & de/, il viendra 









-2*^ = 1*^ 


1 ^ 


Maft l'on a/> 


X •+• 2 AT = 3 jtr; donc «:= ^ , 


4x ^t^jf» 



Subftituant cett« valeur de y dans celle de y*. 

Ton a î*»=V — T* Z'* *t" A^ Z'^* Si on multiplie 
les termes de cette équation parle paramétre i=^ 
autant qu'il eft néceflaire pour les rendre homo- 

gènes 9 Ion aura i ç* i» — — 1- — — i— 4, 

4 3 

• — . p^ , équation de la cauftique. 

Pour trouver le point S , où la cauftîque rencontre 
l'axede la courbe AM, je remarque qu'alors on a{= 

» —2 <^<r dx'~dy 



— 1 d ày , 

ou dy^ '-^2yddy =zdx^, formule qu'on peut 
.employer pour toutes fortes de courbes , en lubC 
tituaot les- valeurs de j, dy^ ddy. 

Dans la parabole , enfubftituant les valeurs dey, 
dy, ddy^ prifes de fon équation, & fuppofànt 
]a paramétre =:= I , Ton trouvera jc = l ; c'eft - à - 
dire , que (i on prend la ligne A/ égale aux trois 



ffm 
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Suarts du paramétre , le rayon réfléchi correfpon* 
ânt touchera la cauftique au point où elle coupo 
faxe de la parabole. 

Pour trouver le point Q de la cauftique le plus éloif 
gné de Taxe ( fig. 96. A ) , je remarque que le rayon 
réfléchi doit être alors pçirallèle à Taxe; donc l'angle 
/MQ eft droit; donc Tangle /M A = QM/3=i 
4^** 5= M « i ; donc ^jc = Jy , c eft-à-dire, que le 
rayon réfléchi eft parallèle àl axe lorfque dx^ss dy. 
L'équation de la parabole ^ en faifant le para-- 
métré = 1, donne j^* = jr, ^y^y ^=^dx , ou 

en lultituant la valeur x^ doy y 2x'^ dy^sA ix% 
£c divifant le premier membre par dy & le fécond 

par dxy qui dans ce cas eft :=s </y ,, il vient !^x^ 

«= I , x^ =1, &:r = ^; c*eft^-à-dirc, que frla 
rayon incident coupe Taxe au quart du paramct 
tre , ou y ce qui revient au mime , fî le rayon 
incident palTe par le foyer de la parabole , Id 
rayon réfléchi fera parallèle à Taxe , & toucher^ 
Je point le plus élevé de la cauftique. 

î ip. Problème. Trouver la cauftique far rijkxïên lorfgue 
les rayons incidens FM perpendiculaires au diamètre A a 
vont rencontrer la demi - circonférence ADa d*ùndemiri^ 
cercle (fig. ^7). Ayant tiré les rayons réfléchis MQ & les 
autres lignes que reprefente la figure, parce que le rayon 
de la développée d'un cercle eft toujours égal au rayon de ce 

M. C 

cercle , Ton aura MH = — - — ; & fiippofant HQ per«i 

pendkulairc fiir MQ, MQ fera = MK = — = -. S» 
le point M tombe fur le point D , l'on aura M Q 3= DB 

Mais la différence du rayon incident qui répond au point 
il Se 4e celui qui répond au point A , eft = PM, & 1^ 
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rayon réflécU au point A eu =o ; donc^ félon ce qu'on ^ 
iitci-aefTusfinî) ,rarc AQeft=PM-+- MQ = 3MQ, 
êc Tare ABrss 3 DB, c*eft-à-dire, que l'arc A B cft rriplc 
du demi-rayon D B. 

Ayant décrit du centre C l'arc B S , décrivez le cercle MQH 
avec le diamètre MH == CH. Puifque l'angle MQH eft 
droit , le point Q fera à la circonférence de ce cercle j de 
plus l'angle QMH cft = CM? ï= HCB ( fon alterne 

H Q 

|o|cnïc)i içnc les arcs '. ■ ^ ■, HB quimefurent ces an* 
elcs , font entr'eux comme les rayons — '— , B C des cer» 

Cles HQ'Rf, BS. MaisB<: eft double de -2 ;doncl'ar<t 

BU eft égal i Tare HQ. Ainfi la courbe AB eft formée 
par la révolutioa d*u& cercle dont le diamètre eft = BC =9 

m .... , de manière que l'arc BH du cercle immobile eft 

foujours égal i Tare corre(pondant Q H du cercle mobile ; & 
partant la courbe B A eft un arc d'épicyclpïde. 
' On peut voir cetlk co(ui>e en faifànt éclairer Tintérieuf 
d'un vafe demi-'Cylindrique par le lumière du ioleil. 

iio. P ji o B L È M E. «Si les rayons incidens partent de 
^extrémité F du diamètre F. a d'un demU cercle ^ comment 
déterminer la nature de la caufliqué -par réflexion {fig»9^)J 
Suppofant le rayon incident F M & le rayon réfléchi M Q , 
je mené CP perpendiculaire fur FM, Ton aura F M = J, 

(c f/LF :sz a ss — ( car là . corde eft divifée en deux par* 

z 

^es égales par une perpendiculaire menée du centre fur la 
corde , comme on l'a vu dans la Géométrie ) j donc x^ =5 

if, Ainfi IH Q =. ^i^ = —li~ = -!£.== 2, 

Prenant donc M Q égal au tiers de F M , le poir^t Q fera i 
ta cauftîque; donc en prenant aB égal au tiers du diamè-» 
|re Fa, le point B fera auflTi à la-capftique» 

5i l'on prend Ç b égal au tiers' du rayon C M , & qu'on 
inene è i parallèle a C P , les triangles M C P,M^ i feront fèm-» 
>lables , & l'on aura MC i M i : : MP : M z. Donc M i fera les 
ém^m^ 4eMPp^ k tier§dcFMi 4onçMQ=Mi. C'eft 



^r 
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pourquoi fi fur Mi comme diamètre Ton décrit un cercle» les* 
angles droits Q & f feront à la circonférence de ce cercle , 
Se de plus ce cercle (èra égal au cercle du rayon C b. 

L'arc * B du demi- cercle B i D cft égal à l'arc i Q dtt 
cercle Z> M ^ car l'angle M C a ( externe au triangle ifocelle 
FMC) vaut les deux anj^Ies égaux MFC, FMC; donc 
il eft double de l 'angle F M C = C M Q. Il efl donc égal . 
i l'angle iM Q, lequel a pour mefure la moitié de l'arc ibO 
ou l'arc b Q. Mais l'angle MCa a pour mefure l'arc B l ; ainu 
l'arc B i eft égal à l'arc iQ; & partant la cauftique BQF 
eft une épîcycloïde formée par la révolution d'un point Q 
d'un cercle M f i , qui tourne fur un cercle égal Bbu. 

lai. P3.0BLÈME. Soit la courbe A D (Jig. 99 ) ^ne 

iemi'Cydoïde décrite par le mouvement du demi-cercle M Hn 

fur la ligne À B , foient les rayons incidens FM parallèles 

à Vaxe B D , quelle fera la caujîique par réflexion ? Seloq 

ce qu'on a dit ci-defîus (106) , en parlant du rayon ofcu- 

latebr de la cycloïde , la ligne M H perpendiculaire à la 

courbe efl la moitié du rayon de la développée ; donc 

menant HQ perpendiculaire fur le rayon réfléchi M Q, le 

point Q fera a la cauftique , & l'on aura par-tout M Q =s 

M K ; donc au point B , l'on aMQ=:DB, &la caufli- 

aae paffepar ce point. Si du centre S du demi-cercle générateur 

i on mené au point touchant H & au point décrivant M les 

rayons SM, SH , il cil vifible que S H fera perpendiculaire 

fiw la tangente AH, & que l'angle SMH = KMH = 

M H S ; donc le rayon réfléchi paâè par le centre S. Mais 

le cercle qui a pour diamètre H S pailè par le point Q, 

puifque Tangle HQS eft droit; donc les arcs Hn, * 

z 

qui mefurent Tangle H S /z , font entr'cux corame les dia- 
mètres M /2 , S H des cercles auxquels ces arcs appartiennent. 

C'eft pourquoi â caufe de S H = — , l'arc H Q eft =3 

H n = H B ; ainfî la cauflique efl une cycloïde décrite par 
la révolution entière d'un cercle H S dont le diamètre €ll I4 
moitié àe. M /z. 

m. Problême. Soit la courbe FM une fpirale loga- 
rithmique , on demande là cauftique par réflexion, enjup*^ 
pofant que les rayons incidens FM partent du fover F 
{jig. 1 00 ) ? Selon ce qu'on a dit ci-denus ( 108) , il de Tcx»- 

O4 
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tfémité C du rayon ofculateur MC Ton mené une perpcndî-» 
culairc fur MF, elle rencontrera cette ligne au point F 5, 

donc on auraMF==?ûs=^, &MQ= 



2J.— 4 
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le triangle F M Q fera ifocelle. De plus les angles d'incidence 
^ de K^fleifion étant égaux & Tangle FMQ étant divifé 
en deux également par MC, qui coupe I4 bafe FQ du 
triangle M F Q en deux également & perpendiculairement , U 
ligne F Q fera parallèle à la tangente M T , & les angles 
auernes & ir ternes MQF, QMS =FMT feront égaux j 
donc les angles que font les lignes F Q avec les tangentes? 
de la cauilique, font égaux aux angles des rayons delà Iplrale 
avec la tangente. La cauflique eft donc une ipirale logarith-» 
inique qui ne diffère de la propofée que par la poiiùon. Venoi;i$ 
^ux cauftiques par ré/raûion* 

123, SI un rayon de lumière AB , en paffanç 
d'un milieu H C*') [fig. 88 ] dans un autre /?NA 
au lieu de fuivre fa première dircâion Ka, prend 
à rînftarit de fon paflage la direôion BK, en 
^'éloignant ou en s approchant de la ligne BN 
perpendiculaire à la fur.face qui fépare les deux 
milieux , ce rayon eft dit réfraHé , & Tangle n B K 
que fait ce rayon avec la perpendiculaire B N s^ap* 
pelle angle de réfraction Ceft une loi que fuit la 
lumière que le finus de Tangle d*incidence ABM 
©u de fon égal n^a ( que nous appellerons auffi 
<angle d*incidençe ) , eft au finus de Tangle «BK 
cje réfradipn en raifop conftante; de forte que 
TRI a\ 72 K en raifon conftante de m : /z. Par exem- 
ple , quel que foit l'angle d*incidence 5 fi le rayon 
de lumière palfç de Tair dans le verre , ce rap-t 
port eft à peu près égal à celui de 5 ; 2 & égal à 
celui de 2 ; 3 , lorfque la lumière paffe du verr© 



■^«r-»- 



* 

f ^ ) Par milieu on entend tout eipace que la luiQiere tra^ 
ÎFcrfc, ^ "* 



■««Mafi^MBam>«Mi!»wiHMi«« 
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«îans lair. Nous fuppoferon^ dans h fuite que co 
rapport eft exaâ. 

Si le rayon réfra<3:é BK rebroufloit fon che» 
xnin , je dis qu'il prendroit la route B A par où 
il étoit venui car PO auroit n ; m ;; nl^i AM 



^. lS,nrs=: ma, en fuppofant B A = B tf ; or 
on a AM =: ma; nK.:; m; n; donc MA 



772 -_ , •* 

-. — . K /2 ; donc &c. 
n 

Si une infinité de rayons BA, BM qui par^ 
tent dun point lumineux B (fig. loi ) fe réfrac- 
tent à la rencontre d*une ligne courbe A D , ea 
s'approchant ou en s'éloîgnant des perpendiculaires 
M C, de manière que le finus C È de l^ngle rfin^ 
çidènce EMC foit toujours bm jinus CG de 
l'angle de réfradion , en raifon donnée Aq min^Xa, 
courbe NFH que touchent les rayons rompus 
ou leurs prolongemens AH, MF (fig. loa^eft 
appellée caujlique par réfraclion» 

Si Ton conçoit qu'un fil AH (fig. lOi) enve- 
loppe la cauftique H N , l'extrémité A de^ ce fil 
décrira une courbe A K dont la cauftique fera la 
développée , & l'on aura Tare F H de la cauftique, 
plus la tangente F L égal à la ligne H A^ Sup-^ 
pofons une autre tangente infiniment proche F /n/ 
yn autre rayoh d'incidence l^m^^ iç que des points 
F & B pris pour centres , on décrive les arcs M « , 
M / , les triangles rectangles M r /// , M /i m fe- 
ront femblables aux triangle^ MEC, M C G cha-* 
çun à chacun. En effet fi dés angles droits EMr, 
W2 M C l'on retranche l'angle //z M E , les angles 
reftans /M/w, EMC feroat égaux. De même 
fi des angles droits GM/z, CM/w on ôte Tan- 
glQ GAl/^i les angles reftans mliïny GMC 
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feront égaux ; par conréqiiei)t t m : M« : : C E r 
CG : : m : n. Mais tm eft la différentielle de BM 
& MSu^celle de LM; donc par le lemme ci- 
deflus (iiy) BM — BA, fomme de toutes les 
difl'érences tm dans la portion de courbe AM, 
eft à ML = AH —MF, — FH, focnme de 
toutes les différences nm correfpondantes , corn* 
jne m: n *, donc Ton ami n:: BM/ — B A : 

(AH — MF — FH)= —• (BM— BA), 
d'où l'on tire FH == AH— MF + -. B A 

m 
n 



. BM. 



m 



Il y a différons cas , félon que le rayon inci- 
dent B A eft plus grand ou moindre que B M , 
& que le rayon rompu AH enveloppe ou déve- 
loppe Tare H F, Mais on prouvera toujours qu© 
la différence des rayons incidens eft à la différence 
des rayons rompus , en joignant à l'un d'eux l'arc 
de la cauftîque qu'il développe avant que de tom- 
ber fur l'autre, comme /w: 77. Par exemple (fig. 102) 
BA— BM: AH — MF — FH:: /72: 72 Q ; 
d'où il eft facile de tirer l'équation F H=: A H— 



mf + Abm— Aba. 

m m 



Si du point B avec le rayon B A ( fig.ioi , Ton 
décrit l'arc A P , P M fera la différence dés rayons 
incidens B M, B A; & fi le point B eft infiniment 
éloigné de l'arc A M, les lignes BA, B M fe- 
ront cenfées parallèles , l'arc P A fera cenfé une 



(* ) Ici MF développe Tare F H avsuit de tomber fur 
AH. 
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ligne droite perpendiculaire fur les rayons incidens. 



n 



& Ton aura FH = AH — MF . PM. 

m 
124. Problème. Etant donné la courbe AD 
Cfig* lOl ) lc)point lumineux B i^ le rayon incident 
B M j trouver fur le rayon rompu MF U point F 
où il touche la cauftique par réfraclion} Ayant trouvé 
par quelqu'une des formules ci-deffus le rayon MC 
de la développée au point M, on prendra Tare 
infiniment petit M/tz; on tirera la liçne C/w; on 
inenera les perpendiculaires CE,Ctf,CG, Cg^fur 
les rayons incidens & rompus 5 & Ton mènera aulfi 
les lignes données BM(^), ME (a), MGC*), 
^ Ton décrira lare Mt ( dx ), Cela pofé, les 
triangles femblables MEC & Ml^/72, MGC & 
'mnU, BM/&BQ«donnentMEC^): MG(*):; 

Mt(dxy. M/z =*-il^,&BMCy): BQouBEO 

a 

« r . /^ ^ ^- (^ H-^ ) 

^=^ (y + a) :; Mt=:dx:Qe=z : . 

Mais par la loi de la réfraâion C e : Cg :: CE: 
CG :'. m: n; donc ( dividendo ) C* — ^ CE =Qe : 
iZ g — CG=3S^;: m i n^ ou min:: Qe =a 

r-. — i ; S g:=ss . JJe plus les 

-tHatigles femblables PJAn '^ F S g donnent M n ; 
Sg i; MF : FS^ ou dividendo }A n ^— Sg ^ 
{Bmydx — anj^dx ^^ aandx) _- i^dx) 

', — '. ■ ^__ ; Mt!! "csê -^^ :; 






«•-■— *i-^-W"^«i^P 



(*) Car ces lignes ne diâ^tent que de \% qaanmé infîoimeiu 

Petite QE.. . 
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hhmy 

MS=MG==:*: MF =7 . • ce 

qui donne la conftruétlon fuivante. 

Soit fait vers CM (fig- i03)rangleE CH=MeG, 

& foit prife vers le point B , la ligne MT = — — • 

Si l'on fait HT : H E : : M G : M F ( V ), le point 
F fera à la cauftique par réfradion. En effet les 
triangles femblables C G M , C EH donnent C G : 
CE :: MG = ^: EH; mais CG: CE:: n : ro:: 

*:EH = -^. DoncHE— ME = HMsa 

''"-'"' ,&HM-MT=HT«'-:^C:f!2m"î 



n . ny 

donc en fubfti tuant dans la proportion V les va* 
leurs analytiques des trois prgmiers termes. Ton 

aura {^ ^ ) : i: bi MF 

ny ,n 

hlmy 

hmjr — a ny — aan 

Si la valeur deHT eft négative, il eft évident 
que celle de MF le fera aufli; donc le point M 
tombera entre les points G & F, lorfque le point H 
fê trouvera entre T & £• 

Si la courbe étoit concave du côté du point 
lumineux B ( fig, 102 ), ^ deviendroit négatif. Se 

ron auroît MF =: ^ =si 

^ — , & laconftruâion feroit la 



h my — a ny -^aan 

la même. Si Ton fuppofe y infini ou les rayons 
incidens parallèles*, on aura MF s= — 



m u ^ 
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- . De plus on aura (fig. 103) M T: 



b m "^ a n ^ 

•s:s o; donc dans ce cas on fera HM: H £ :3 MGi 
MF. 

« 

Si Ton fuppofe que AMfo^tun arç de cercle d'un 
rayon infini, ou fi l'on fuppofe que AMfoitune 
ligne droite , alors M C fera infinie , auffi bien que 
M E=^ 5 & M Gs=^ ; donc la quantité ^ ;72^— « 72 j' dit 

' iltiroîtra devante <i;2, & l'on aura MF=s-=r— i^ 

(lefigne — alieupourlafig. 103 &lefigne+pouf 

-la fig. 102 ); & faifant alors HT = ., la 

conftruétion fera la même. 

Le rapport du finits d'incidence au finus de ré* 
fradtion n'étant pas le mcme pour toutes les ma-^ 
tîeres diaphanes, avant de chercher la cauftique, 
on doit connoître la raifon à&mxn pour la matière 
dont eft compofée la courbe dont on demande la 
cauftique. 

Si m eft infinie par rapport à /2 , le rayon rompu 
M F tombera fur la perpendiculaire C M ^ & I^ 
cauftique par réfradion deviendra la développée; 
car alors on aura -M F = ^ , qui devient en ce 
cas ^= MC 

Si ( fig. 102 ) le rayon incident B A eft per* 
pendiculaire fur la coarbe, alors les lignes ME, 
M G deviendront égales entr'elles & au rayon M C| 
donc alors a = ^ ; & fuppofant les ordonnées j 

parallèles entt'elles , l'on aura M F = h, 

h m 



ni'^a 
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12;** Exemple !"• Soit la courbe AD (fig. 104^ 

un quart de cercle dont le untré foit C & les rayons 
incidens B M ^ B A parallis entrUux & pérpendicu-* 
laires fur DC ^ Juppofons de plus que m\ n 11 ^12^ 
çn demande le rayon M F de la cauflique ? Tous les 
rayons du cercU fe réunillant au centre , le point 
C fera la ûcveloppée du cercle ; donc fi on décrit 
une demi- circonférence CE M dont le diamètre 
C M foit égal au rayon C D , & qu'on fafle 3 : 2 : î 
CE : CG , ou qu'on fafle C G = j. C E, la 
ligne indéfinie M G fera le rayon rompu , & Ion 
déterminera MF , comme il a été enfeigné ci- 
deffus.. 

Pour trouver le point H où le rayon incident 
B A ( prolongé ) perpendiculaire au quart de cer- 
cle touche la cauftique , on prendra la formule 

— — , qui devient -rii- =e= 2 ^ = ^ AC. 

Si Ton décrit un demi-cercle D N C dont CD 
foit le diamètre , qu'on faffe CN = j. CD, le 
point N fera à. la cauftique ; car puifque le rayon 
incident B D touche la courbe en D , Ton a ME 

(fig. 103 >=^=o;donGMF= ^ 



devient = -— = 3 = M G 5 donc , &c. 

bmjr 

L*arc FH (fig. 104) cft = AH — MF — 
j- P M ,, & la cauftique entière HN=:3^ — DN 

!- i AC =^3 ^ — f i& — DN = f ^ — DN, 
Mais CN== j CD ==--5- ^, & le triangle redangle 
CND donne (DN)* = b' —± b^ t=, L h\ oâ 

.DN ^1±U donc HN « IlSlJZlll. 



•c 
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126. Problème, Déurmintr la caujltquc pat 
refraSion (Tune fpiraU logarithmique , en fiippofant 
que Us rayons incidtns partent du pôle B de la 
tourte (fig. loy ). Il eft évident qu*ici le point E 
tombe fur le ppint' B , & que y :=z a; donc M F. 

(cette expreffion a lieu 



h m y — a ny -^ aan 

lorfquela courbe eft concave du côté de B) devient 
s= * ; de forte que le point F tombe fur le point G* 
,, Ayant mené la tangente M /, & la ligne B G, 
Tangle /2GB, fupplément de Tangle BGM, fera 
c= B M/. En effet tirant la ligne /BC perpendî 
culaire fur MB, le demi -cercle dent le diamètre 
eft M C paffera par B ; donc les angles B G /z , 
B M ^ ont chacun pour mefure la moitié de lare 
B M C ^ ) I donc «rangle B G /z que forme la ligne 
B G avec la tangente M G de la cauftique B N , 
eft par-tout égal à l'angle que forme le rayon de 
la courbe propofée avec fa tangente ; & partant la 
cauftique eft la même fpirale que la courbe B M, & 
n'en diffère que par fa poiîtion. 

1^74 Problème, Etant donné la courbe AM avec fa caujliquâ 
H F qu'on peut trouver par ce qu'on a dit ci-dejjus^ la ligne AH 
tangente de la caujtique MF y un point b-fitué fur AH^ 
&* les raycTns incidens BM étant fuppofé s parallèles , trouver 
une autre courbe D m telle quellejajje que les rajons brifés 



.(*) Car le premier angle étant formé par une corde 8c le 
prolongement d'une Autre corde , a pour mefure la demi* 
fomme des ar(;^ fou- tendus par ces deux cordes , & le fécond 
arc étant formé par une tangente & une corde, a pour mefure 
la moitié de Taxe compris enue fes côtés* 



MM 
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Jfm > en fi refraSlant de nouveau ^ fajfent tous par le 
foint h {fg* J06)* Si Ton fuppofe que le raycm btn re* 
brooflè foD chemin , il fuie cle ce qli'oli a dit ci-defTus ( 123 ) 
qu'il fuirra la ligne mMj donc fi Tob confidere le point f 
comme le point lumineux de la courbe Dm, dont on prendra 
le point D à difcr^tion fur la ligne AH , les prolongemens m F 
des rayons réfra£lés m M toucheront la ligne F H , qui fera la 
cauflique commune des coutJt>es A M , D m« Si l'on mené la 
ligne AP perpendiculaire fur BA, on aura BM — BA 

On prendra FM=:AH — FH,& ayant rrien^ M k pa- 
rallèle à BA, & perpendiculaire fur AP, on prendra mq 

ss — • h Ni y Se Ton tirera MP parallèle à A ^. Maintenant 

à caufe des triangles femblables hqMy PMm^ & de M} 

s= — • AM, l'on aura mi m: hM l'Mq :: V m: Mm =±i 

m 

—, P m* Donc le point m ainfi déterminé fera un point de 
iz courbe cherchée. En effet Ton aura FM=Mm-HinF 
£= — . Pm-H mF = AH — FHj donc { par le n° 125) 

la courbe cherchée D 7n à la propriété demandée^ . 

128. Problème. Etant donné la courbe F H avec U 
'point lumineux B {fg. 107.) trouver une courbe AM^ dont 
FH foit la caujlique par réfra6iion. Du point B je tire BH 
tangente de la courbe F H , & je fuppofe que le point A 
foit un point de la courbe cherchée. Je tire une autre tan- 
gente FM à EF, & je fois F g = A BA -h AH — 
FH. Je tire la ligne B g , je fais m : /z : : gm : i »2 j me- 

nantira = gm X — ,&la ligne B M parallèlement âJw, 

le point M , où cette ligne rencontre F q , fera un point <ïe 
la courbe cherchée3 car Ton aura g M: BM :: g /n : £ m :: 

mi 
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w: n ; donc 7Mî=r-^.BM& ^F=^M-4-FM:i= ^BM 

"• }fi 

-+-FMis ^. BA H- AH — FH (parkypothère)} donc 
A (BM -BA)=a: ^MP = AH— FH— FMt 

donc , félon ce qu'on a dit ci-de(fas ( 113 ) , là courbe A M; 
aitifi déciice , fera la courbe cherchée. 

Si les rayons incidens font parallèles enVeuï (fîg. 108.); 
on prendra Ft/^AH — FH & faifant m:n:\ q m: bm. 
Ton mènera m b parallèle à H A , & du point P od la lio-ne q b 
^prolongée sMlkfaut) rencontre la ligne AP perpendfculaire 
a^HA, on tirera la ligne PM parallèle a AH, le point M 
od cette ligne rencontre 7 F, fera un point delà courbe cher- 
chée. En eifet les triangles icmblables qhmy q?JA donnent 

PM: ^M:: hm\ qmw m\n\ donc çM = — • PM & 

çF=çMh-FM=AH — FH ( par fuppofidon ) , oo 

^. PM = AH— FM— FH. 

KE M ARQUE. Il eft évident que la courbe AM eft difK- 
rente (fig, 107 ), félon que le point A* eft plus ou moins 
éloigné du point lumineux B , parce que U valeur de F J 
change ; d'od il fuit que la même courbe F H peut être 
caiilHque pir réfraction d'une infinité de courbes A M. 

12p. Problème. Etant dc^nné un point lumineux B 
(fié' ^^7)9 trouver une courbe A M (*) telle que tous les 
rayons rompus B M fe rafenMent en un point F oit H? 
Par les principes qu'on a établis ci * deflus (ti%) en faifmt 
la ligni PM rrr 7, BA = :2, & Texcès de AH fur MF 
ou de M F fur H A = u, pouravoir AH — FM = 4^ w, 
félon qai A H ùrà plus grande ou plus p--:i:e que F M , Ton aura 

-j--. ? = + u — F H rat -h w , en fuppofant F H = o ou 

en fuppofant que hcauftique (e réduifi a un feul p->înt; donc 
alors //i : /z : : ^ ! 4- u ; a'oii Ton voit que la di.térénce PM 
du rayon inciientMÎ & du rayon B A, elt cl la différence :+:.x 
des rayons réfraftés & correfpondans M F , A H dans h rai- 
fon de //2 : rt, & âç-lx Ton tire la conftruclioudes quatre ovJes, 



(*) Le point A eft cenfé donné auifi bien que le point H. 
Tome Ifl. P 
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dont parle Defcartes vers la fin du fécond Livre de &. Géo- 
métrie , 9c oui ont £ût tant de bruit parmi les Géomètres. 

Pour conftruire ces courbes ( fig. 1 09)9 ayant tiré la ligne BAF, 
je lui mené (bus un angle quelconque la ligne Tr ^ je prends Aiir à 
volonté 6c An telle que l'on ait m : /i : : A m : A/z ; je mené m n 
êc du point B comme centre , avec le rayon B m , je trace un 
arc en i j prenant enfuite A r s=AF, du point F, avec le 
rayon tn, je trace un (ècond arc qui coupe le premier au 

5 oint i, qui eft un point de la courbe cherchée. L'on trouvera 
e même tant d'autres points que Ton voudra , en prenant 
d'autres lignes A m Se cherchant les points correfpondans. 

Si on luppofè A m =x o , l'on aura auffî A /z = o , & le 
point cherché tombera fiir le point A. Pour prouver que ce 
point appartient â la courbe cnerchée y je remarque que l'ex- 
cès A /n = ^ du rayon incident B i (ùr B A eft alors = o , au/Iî 
bien que la difFérençe A /i du rayon A F fur F i ; or par 
conftru^on Am : An :: m : n ^ ou ^ : u : : mi n. 

Si l'on fait AT ss A F & qu'on prenne pour le rayon 
du (ècond arc ( qu'on doit tracer du point F ) T /? au lieu de 
tn y le point i appartiendra â une autre ovale qui aura la même 
propriété que la première. 

Pour la troifîéme & quatrième ovale y l'on tranfportera le 
point F en/, de manière que le point / foit plus éloigné du 
point A que le point B , & prenant pour la troifîénie A T 
c=A/, du point/ , avec le rayon T^z, on décrira un arc 
qui coupera l'arc décrit du point B avec le rayon m B au point 
àerché (*). 

Pour avoir la quatrième ovale , je prends A f = A/, Se 
le point / pour le centre du (ècond arc décrit du rayon r 'n ; 
le point od cet arc rencontrera le preiliier décrit du point B 
avec le rayon B m , appartiendra à la courbe. 

Remarque I. Dans la première Se quatrième de ces cour- 
bes , les rayons t n des féconds arcs font moindres que F A 
ou /A j donc dans la première Fi=FA — u=s b — Uy 

en faifant F A = ^ j de même dans la quatrième/i = ^ — u 

ss: b — i au contraire dans les deux autres , l'on a F /, 

ou/z=5iH-u = iH . 



(*) Il n'importe pas que ce foit les rayons incidens ou leurt 
prolongemens qui fe réunifient CH /• * 



mm 
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11emar<iue il Pour avoir Tëquationde ces courbes, d>a 
point quelconque M , je tire l'ordonnée M;^ (jk) perpendi- 
culairement fur la ligne Ap, que je fais = xj & je me 

fouvicns que -^. î = «> ^'od l'on tiie j = ^. «. Cela 

pofé dans la première & la féconde ovale , j'ai B p = a-t- jf , 
Fp ^=: b -^ x'y dans la troifiémc & quatrième ovale, j ai 
fp=ib -h x,/B = i— tfj niais dans toutes les 

ovales , BM = a -f-î =i a 4- ~ Maintenant les trian- 
gles reftangles BMp,FMpou/M^ donnent (BM)»— - 
^Bi7)* = (Mp)*=(FM)*— (Fp)^^ttîî^-aat — 



x 



*_»flx=;'j = ^UH- 



..« 2 »i Z. 



m 
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i'oil Ton tirera une équation qui ne contiendra que les va- 
riables ;tf & j fans î , & ce fera l'équation de la courbe. 

Si le point B eft fuppofé infiniment éloigné, ou , ce qui 
revient au même , fi les rayons incidens font Daralleles , 1 oa 
^^^^ a = 00 ; donc effaçant tous les termes dans lefquels ne 
fe trouve pas a, l'équation ^ -^ i a^-^ x x —z ax ^ 
y y deviendra xa^ — i^^=o, ou x f — 2 >r = o , Ott 
x:=: i. Subftituant cette valeur de i dans lequauonjy^ 3=1 

nn — ^»bz. „^ XX -^ zbxf cUc deviendra, ca 
tranfpofant , ( — > ^ ^ X ^ '^ ^ 

y y z=i O (*)• 

Si A F, OU A/, ou h eft fuppofé infini, c'eft-à-<Jire, fi le» 



(*) La lumière paflant de l'air dans le »erre , 1 on a m: « . . 
, : V; les termes qui contiennent x x &yy, font pofiuft , & dans 
L ci rellipfe peut rëfoudre le problême ( /«r/ <=^,*i«« ^ 
avonsdit dansllprettùere PartieCourb.algëb.n'' i*). Aurefte 
fi les rayons doivent fe réunir au pomt F, il faut Wpofer que 
la courba A M , en tournant autour de fon axe A F , enjnd« 
on folide dans lequel fefait la réfca£hon , & que le po>n F^ 
dans ce foUde , ou du moins qu'Ueft le cenre dune for&fli 
fphériquc qui termine le folide du coté de t . 
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rayons rompus doivent être parallèles , l'équation y y =s 
- r l 4- "^ X x-^^zhx y deviendra 4. 

MOT . ffl 



fl» 



4- 1 ix = o, d*où Ton tire ? = — x. Subftituant cette 

valeur de { dans l'équation \i -+-ia{ — xx — ^Ax =yjr 

«c tranfpofam , il vient ( ) xx -H -^— x — i^x 

••^ yy = o , équation à l'hyperbole. Or Çl les rayons in- 
cidens partoient de F ou de /, en fuppofant ces points à 
une diftance idfinie ,* ou , ce qui revient au même , fî ces 
rayons écoiçnt parallèles , ils vt réuniroient évidemment en 
B dans le premier cas : puifque , félon ce qu'on a dit ci-delRis 
( 113 ) , un rayon rompu , en rebrouffant fon chemin, doit 
fuivre la même route qu'il a fuivie avanila réfraction ; mais dans 
le fécond cas les prolongemens des rayons réfradés îè réunifTent 
en f\ donc l'hyperbole & l'ellipfe font des courbes propres a ré- 
foudre le problême , lorfque les rayons incidens font parallèles. 
Remarque III. Comme la lumière n'eft pas homogenécj 
mais qu'elle eft compofée de fept rayons principaux, rouge ^ 
jaune f orangé y Bleu y verd y indigo & violet ( ainii qqe Ta 
démontré M. Newton ) , qui font tels que fous le même 
an^le d'incidence , leurs angles de réfraâion font un peu 
dilïerens , de forte que le rouge fè refraftc moins que le verd , 
& celui-ci moins que le violer , il arrivera que fi le» rayon verd 
parvient en F, le violet parviendra en m par exemple, & le 
rayon rouge en L , en fuppofant que ces trois rayons lombenr 
en M fous le même angle d'incidence ; donc le foyer F ne fera 
pas abfolament ( mais feulement fènfiblement ) mathématique. 
Nous avons fait l'application de rellipfè & de l'hyperbole à 
la dioptrique d'une manière plus élémentaire dans nos Inilitu- 

(ions Mathématiques. ' 

» 

Des points J^injUxion & dt nbrouJfcmenU 

1^0. Le point D, où une courbe de concave 
devient convexe ou réciproquement (fîg. iio &: 
III) s*appelle point d'inflexion. Si la courbe wDM 
(fig. 1X2 & 113 ), après avoir avancé de w cnD^ 
rcbroufTe fon chemin versM, le point D eft appelle 



_j 
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point de rcbroujfemcnt. Si Ton fe rappelle ce qu'on 
a dit ci-defliis (46) fur les maxim'a & les minvna , on 
comprendra aifément que le. rappoi:t à& dy ^l dx 

ou ■■ ■ eft néceflairement un minimum (fig. no) 

dx 

d d y 

âu point d'inflexion ( il en eft de même de -j- ^ ) > 

car , félon ce qu'on a dit dans l'endroit cité , les 
dy vont en diminuant dans la partie concave de- 
puis A jufqu'en D, & en augmentant dépuis D 
dans la partie convexe ; c'eft le contraire dans la 
fig. III ; donc dans le cas d'un point d'inflexion , 

dy ' 

le rapport — ^ croîtra jufqu'en D , & décroîtra 

enfuite ou réciproquement ;^ donc au point D , il 
deviendra un maximum ou un minimum , & fa dif 

férentieile fera — — ( en fuppofant ^ a; confiant ) 

d X 

'«=: o ou =î 00 î donc auflî — — r- fer^ = o, ou 

dx 

= 00 . Ce fera la même chofe au point D de re- 
brouffement (fig.li2&ii3); donc pour trouver 
les points d'inflexion & de rebrouffement dans les 
courbes dont les ordonnées font parallèles, il 

fuffit de fuppofer ■ "^ ■ = o, ou = 00 , ou, ce 

qui revient au même , il fuffit de fuppofer ddy =Q 
ou 00 O. 



(*) Nous ne croyons pas pour cela que ddy foit récU©* 
ment c=: <» ^ mais cette fuppofiiion donne le même ré&U« 
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Remarquf, Il eft aifé de voir qu*ayant tiré la 
tangente ;w D / & fuppofant/n/i =D S & menant 
Sir (fig. iio)ouSi (fig, III), les triangles 
femblables & égaux m D /2 , D S i donneront S / =; 
D/2 ; doncSr^Si-=Dn(f\g. Iio), mais Sr<^ 
J)n (fig. iii);auffi les ^j'vont en diminuant de 
A en D, & en augmentant de D en M (fig. iio) 
ceft le contraire dans k fig. m ; donc le 

rapport -y - eit un maximum ou un minimum au 

point D, comme on Ta dit ci-deflus. 

131, Problème. Trouver U point {t inflexion D 
de la cour h A N { fig, 1 14) dont C équation ejl a x^ 
;s=iy (aa + xx ). Soit AC = Xy AB = a. 



a x^ 



•CD = V =5 -s donc dy^ss, 

a u^xx ^ 

% Q^xâx'^iax^ dx — xax^dx %a^ xdx 

{aa-^xxY {aa-^xxY^ ^ 

taidx^laa-hxxY^A.aixdx.ixdx.ia^-^xx) 

(a Q'-i-xxj^ 

( en fuppofant dx confiant ) = 

(TJTrrjî =^- Multipliant par 

le dénominateur &c divifant par a^ dx^ , il vient 
aa^ — 4^* a:*~ 6x*=o; divifant parV-h:r% 
ron trouve 2 ^* — 6x^ = o^ ou x"- == - <i* = 
i tf * & :c = K C T <i tf )î donc prenant A C moyenne 



^c a on foîfolt -j-^ = 30 , comme il fera aifé de le com* 

prendre , en faifant attention aux valeurs de ddj^^ dans les 
exemples qu*oa va donner. 



i 
\ 
I 
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propomoanetle entre a &f.^j rordonnce C D 
reiijcomrera la courbe au poihr cherché. 

.1 132;. Problème. Trouverle point <t inflexion D 
dans une demi-cycloïde. allongée A F {fig. x 15). Sup- 
pofatit labaCeB^de laden>i-C}^ioûle ordinaire =C 
&13^C, Tonaura^eh faifancI'axc'AMîs^jc ôc 
la demi- circonférence A MB ==^C »> Ton. anra , 
dis-je , C : D = BF : x.x : lAKss^y^ Mais fi l'oa 
veuc rappottec les points de la courbe, à Taxe 

A B,>fera = PD=PM-4-5^-, & fuppo- 

faim PM=5sr, rabfciffe AP 3= i/ j le jayon. d» 
cercle générateur r;='r^ l'on aura^c/«rj=^ pP > ^»« 

s= rf r. Donc dy^^dt-^ -— — j or pat là nature 

du cerclcj r=(i r. w ■— «. u ) * jd£=>{rdu — u du) x 

r 1 r « — uu 1 =^ — TT -• Mais en lup- 

pofant n M parallèle à A B,' le triangle reftanglet, 
aM/B donne /72M =.d.x = ^ {du^ 4-^'^*)i 

donc ^y == -;- ^-TT >C 

.. r ,. en fttbfti- 

yii.ru — uu) 

tuant la valeur de dt. Multipliant les termes de 
la première fraûion par C , efFeiluant la multi- 
plication indiquée &. réduifant ,, il vient dy=i 

Crdu--^ Cudu-^D.r,d u _^ #* r i 

— 7 • Donc en luppolant du 

C. V i^iru — uu * *^ 

c onftant , l on aura ddy= tt • x 

•^ C.(iru — utt).y{zru — uu) 
Tome JII. P 4 * 



mf'^f 
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o , ou en ocanc le dénominateur & divifant par 
du^y — Cr* — -Dr* 4-Drtt==o , ou Drz^:=: 



C'eft pourquoi fi on prend une quatrième propor- 
tionnelle aux lignes D, C &r & qu*on l'ajoute au 
rayon r j l'on^uni rabfciflfe AC, à laquelle répond 
Tordonnée C D , oui rencontre la cycloïde allon* 
gée au point d'înHexion. 

135. Problème. Trouver le point cPinfUxiôn D 
dans la courte AD dont les ordonnées font troîfiemes 
proportionnetles-à celles du demi-cercle A MB & de la 
parabole Am^fig. \\6\ Soit le diamètre du cer- 
de donné^=ïtf , rabfcifTe AC = x, l'ordonnée 
C M du <:çrcle =afi t , l'ordonnée Cm de la para^ 
boIè=:^ 6c l'ordonnée de la courbe propofée C D 

^cs u ; l'on. aura t xy\ \ y\u s=s: ^ — • Mais en 

faifant le paramètre de la parabole ^=^p ^ Ion. a 
y^s=s.px ^ Se par la nature du cercle, r eft=! 
t|/(tfx— XAr)j donc en fubftituant ces valeurs , il 

viendra u =2 . , , d*où l'on tire dus=9 

±.(ax^xxhy^(ax--xxy DifFérentiant de 

nouveau , en fùppofant dx conftant , l'on aura, en 
divifant par dx , multipliant par ^ (ax — x x)Sc 
ôtant la fraftion , Ton aura , disje ^ dduz=zOT=s 
iap{ax — xx)^' — iapx{a-^ix). [ax-^xx)*^ 
ainfî en divifant par [ax — xx^&c tranfpofant^ 
pn aura la* p x — ^lap x^i=} aap x — 6apx^ ^ 
ou itf— •ix = } a — 6x y d'où l'on tire 4 x = ^r 
ic X :=i\a\ donc fi Ton fait A C = 4J?. , l'ordonnée 
C D rencontrera la courbe au point d inflexion. 
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\ 1 3 4. P R O B L ê M E. Trouver le point dt rehroîijft^ 
ment de la courbe mDM (fig. 1 17 ) , dont Inéquation 
^fiy^. == ^^^ == ^^5 enfuppofant ii = i. Soit 
A F = AT , P M = jK, Von aura s y^ dy =s 

^ ' ( 'f ) c> 

Ponc en ôtant Texpcfant ^ du divifeur de l'ex- 
pofant 3 = Y du dividende, il vient dy=,\ Y. 

d x.x'^'^,ddy=z—J^dx^(x)^^^'^^(^*). 
Mais7-;-i=~f^;dcnc^j.==/-;,x ^xx 

//a:*. La fuppofitîon de ddy = o ne donne rien 
à connoître; mais en fuppofant ddy=:or> , Ton 
^f^ == o; ce qui fait voir que le point* cherché 
répond à Torigine A des x, point auquel A P = o, 
^ubftituant cette valeur de x dans Téquation de 
la courbe, Ton auraj^^ = o, &j^=o. 

Remarque, La méthode précédente a cela 
d*incommode , qu'elle ne fait point diftinguer un 
point d'inflexion d'un point de rebrouflement , ni 
un point d'inflexion vifible de celui qui efl: invi- 
(îble ; & de plus elle pourroit induire en erreur^ 
en faifant croire que tout point d'une courbe trouvé, 
par la fuppofition de ddyr=: o ou de ^^/^ = 00 , 
eft un point de rebrouflement ou un point d'in- 
flexion; ce qui cependant n'eft pas : car en fup* 
pofant dx confiant, l'on tirera de l'équation au 
cercle jKJ^= 2 tf:>r — xx^ l'on tirera, dis-je, ddy. 



4 Uf 



{^*) On fuppoiè dfxconltani» 
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(lax'^xx). ^ [lax '-^ xx) 

=5 00 , Ton aura le dénominateur = 0, ou 2 a» 
•^xx =o, ou 2ax ^=: xxy ou xa = XI ce 
qui indique feulement qu à rextrémité du diamètre 
la tangente eft parallèle aux ordonnées» Il ne fera 
donc pas inutile de donner une autre méthode. 

ijy. Nous avons vuci-deflus(i03) quelamefure 
deTanglede courbure D CL (fig. 67)3= j, étoit 

îcss 'JEn fuppofant dx conilant- 

d s * * 

,1 ^-dxddy '^dxdiy ^ 

Ion aura q == ; = -; 7-, . Cette 

formule fuppofe, que les ordonnées font per- 

S)endiculaires aux abfciflès. Si les ordonnées font 
uppoféçs partir d*un points en appellant K le rayon 
de la développée , Ion aura (n** 103) R = 

yds^ 

p. * -- . ; mais en 

dx^^dx dy* -hj^ dj^ ddx — ^ dx ddy 

fuppofant que G Q eft le rayon de la développée 
au point C de la courbe A t) ( fig. 118 ) rappor- 
tée au foyer F, les fedeurs femblables CQD, 
DCLdonnerontCQ'=: R: CD :: CD : DL 

(CD)» • dxds^-hjydjyddx—jrdxédjr 



-> 



R j^ds 

en fubftituant les valeurs de C D = rf 5 & de 
R, & faifant attention que dx^ -{* dx dy^ == 
dx. {dx^ -+- dy^ ) ^=idxds^. Maintenant fi Ton 
veut avoir la valeur^ de l'angle DCL, en fuppofant 
le rayon ==5: i , Ton fera CD = i/i (*) : i :: D L: 



( * ) L'on fuppofe la corde C D ^gale â fon arc , parce qu'un 
arc infiniment petit cû cenfé égal a (à corde. 



•mm. 
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D L ix.d s* ^ydy ddX'^^ixdJy 



ds yds^ 

dxdi^ — jrdxddy 



, en fuppofantJx confiant; 

y d i^ * * 

fî ^ eft négatif, la courbe fera convexe vers lo 
foyer F, ou vers fon axe , fi la courbe eft rappor-^ 
tée à un axe ; on doit faire attention à ces valeurs 
de ^. 

Si la courbe eftdi(pofée commedanslafig. iip^ 
il eft vifible que la valeur de.f aura le même fîgna 
aux points m & M. Il en fera de même dans la 
fig. 1 1 3 ; mais dans la fig. 120 les fignes de q feront 
diiFérens. 

Nous avons dit ci-deflîis (102) que la feule para» 
bole vulgaire avoit au fommet une courbure cir- 
culaire ; cependant en cherchant le rayon de cour* 
bure des paraboles quelconque, qu'on peut re- 
préfenter par Téquation.y" =a jf , en fuppofant le 
paramètre = 1 & /72 un nombre quelconque entier 
ou fraftionnaire , on trouvera par le moyen de 

la formule -— r • en fubftituant les valeurs 

de dx in de Jdy, Ton trouvera, dis je, le rayon 

ofculateur R s= i— £ . : 

( mm— a^.;.^*"* 

^== • />. > V ^^ '* Si on fuppofe m "^ 2 9c 
y = o. Ton a R =3 ^- — =s 00 ; fi m 



wi» 



, le numérateur devient C ' >-> ~ )^ ( en. 

y ' 
négligeant i , qui dans ce cas difparoîe^ puifquo 
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y»-i« devieht acs o, & » ^^^, s=: 00 ) = 
. Suppofant mm — m =: tf & divifant la 



j^.'-'- 



fradion que nous venons de trouver, par , & 

faifant = B , il vient B. . =5 

;B.y *'"■"', en ôtant Texpofant du divifeur de celui 
du dividende. Si 2/w > i. Ton a B x o = o; 

fi 2 m = I , Ton 2im'=z\icy^=ix devient y^ 
t=z X OM y =^ x^ , qui en changeant :i; en y & 
réciproquement , devient j* = x , équation à la 
parabole ordinaire , en fuppofant le paramétre = i ; 
& alors R=:B= — \. Le figne — indique que* 
Ton doit prendre le rayon ofculateur du côté op- 
pofé à Taxe des x , qui dans ce cas eft une ligne 
tangente au fommet de la parabole , en fuppo/ant 
que Tangle des co-ordonnées eft droit. Si 2 ot <! 
ou 772 >► ^ , en faifant 2/72— •i=/2, TonaRaw 

B B 

B^'*" =: =: ^ ( en fuppofant y =0) = 00 , 

Si /72 ï=: 2, alors le numérateur (/n*y *'"""* -J-i)* 
devient = i , & le dénominateur devient =: 
Çm m — m), y^ r=Lmm — m, à caufe de y^ = i, 
& I on a R =:^ On ne peut pas fuppofer ttz = i : 
car alors on auroity = ;r^ équation à la ligne 
-droite. 

De ce qu'on vient de dire , il fuit qu*au fommet 
dés paraboles, fi-. Ton excepte la parabole vul- 
gaire, le rayon de courbure eft==o ou infinie*). 



fnecrc nm. 
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Maïs 5 félon ce qu'on a dit dans la première Partie 
de ce Cours , il n'y à aucun point dans une 
branche de courbe dont la courbure ne foit la 
même que la courbure au fommet d'une parabole; 
& toutes les paraboles , excepté la vulgaire, ont 
à leur fommet un point d'inflexion ( vifible ou 
invifible ) , ou un point de rebrouflement : ainfi 
qu'il eft facile de s'en convainc^ , foit en les dé- 
crivant foit en fe rappellant ce qu'on a dit dans 
la première Partie de cet Ouvrage. Donc au 
point d'inflexion & de rebrouflement d'une bran- 
che de courbe , le rayon ofculateur eft = o ou 
infini. 

Pour faire mieux concevoir cela aux Commen- 
çans,foitlacourbeMD/72(fig. 120) qui ait un point 
â'inflexion D , auquel le rayon ofculateur ait été 
trouvé infini, il eft évident qu'à proportion que 
les rayons ofculateurs MF, /zF, i/ s'approchent 
du point d'inflexion D , ils doivent approcher du 
parallélifme ; & comme ils doivent toujours être 
perpendiculaires à la courbe , fi l'on conçoit <Jue 
le petit arc Di foit une ligne droite , le rayon if 
fera perpendiculaire à cette droite, & fera parallèle 
à la ligne D P , qu'on fuppofe perpendiculaire à Di; 
donc ces lignes ne peuvent le rencontrer , c'eft-à- 
dire , que les rayons ofculateurs ne peuvent de po- 
fitifs devenir négatifs , ou pafler de la partie con- 
cave MD à la partie convexe Hm^ fans deve- 
nir parallèles ; de même ils ne peuvent pafler 
de la partie convexe /w D , fans que les rayons 
ofculateurs ne fpient devenus parallèles k D p. 
IVfeis une ligne droite ^ D ne peut dans la rigueur 
mathématique être regardée comme un arç de 
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cercle (*) , en fuppofant même le rayon bf=zQo. 
£n effet dans ce cas les perpendiculaires aux extré* 
mités D &^ de cette ligne ^ fe rencontreroient au 
centre du cercle , formeroient un angle ( fi petit 
qu'on voudra), & les angles du triangle formé par 
les deux rayons, & la ligne D^ vaudroient plus 
de deux angles droits , ce qui ne peut être i de 
plus un tel cercle ne feroit pas rond. En fuppo- 
fant donc D n l^rc & D /> la tangente 9 il y aura 
toujours un petit intervalle entre h &c n, quelque 
grand que foit le rayon du cercle. Donc au point 
D il n*y a aucun cercle ofculateur, en fuppofant 
même le rayon du cercle = 00 . Si les rayons M/, 
nf, ( fig. lai ) vont en diminuant, en s*ap- 
prbchant de D , de manière que le point P ou D P 
rencontre //, tombe fur le point D, lare oD/ï 
ne (auroit être circulaire; car de quel côté feroit 
fitué fon centre? feroit-ce en /? ou en P? Mais* il 
n*y a pas plus de raifon pour le placer en p que 
pour le placer en P ; & comme il ne peut pas 
être de deux côtés de la tangente AD, il eft 
clair que cet arc n'eft pas circulaire (**). Cela s'ac* 
corde avec ce qu'on a démontré dans la première 
Partie & ci-defîiis ( 102 ), que la courbure au fom- 
met des paraboles , fi on excepte la vulgaire, n*étoit 
pas circulaire. Ainfi lorfqu'on trouve que le rayon 
ofculateur correfpondant à un point d'une branche 



(*) Il y a des cas où l'on peut fL'ppofer qu'un arc de cercle 
d'un rayon infini eft une iig-ne droite c^ale a fa tangente ^ car 
il eft vinble qu'en fuppofaiit l'arc D n fini , & fon rayon irfini , 
ladifFërence entre cet arc & fa tangente D ^ ne peut écre qu'inaC 
fignable'; donc on peut , fans erreur , fnppofer ces lignes égales. 

(**)Si Ton dit oue le centre eft fur U tanpeiit?, cela ne 
fe conçoit pas, pmfqu'il fau| qu'il y ait une ciiftance entre le 
cençre & la tangente 5 & s'il n'y en a pas , c'éft alors un point, 
4c non un cercle. 
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de courbe , eft = o bu infini , on doit feulement con- 
clure qu'il y a dans ce point un point d'inflexion ou 
de rebrouflement ; mais il n'y aura aucun point d'in- 
' flexion ou de rebrouflement , à moins que les R 
correfpondans aux points voîfins du point B, 
' auquel l'on a trouvé K = ooun=oo (ilya ce- 
pendant un cas dont on parlera dans la fuite , dans 
lequel le rayon ofculàteur peut être infini, quoi- 
que la courbure foit circulaire ) ne foient de 
différens fignes; car ( fig. 123 ) fi la courbe avoit 
au point D un point d'inflexion învifible , c'eft- 
à-dire, qu'elle devînt de concave ( vers F ) con- 
vexe 5 & qu'elle redevînt auffitôt concave , le point 
d'inflexion feroit invifible ; mais les R aux points 
voifins m &c M feroient de ^jnême figne. Dans les 
fig. iip & 120, les R aux points m 8c M. étant 
dirigés de différens côtés , ont différens fignes ; 
mais aux points m 8c M vôifins du point de re- 
btouffement D, les ^ (fig. 119 ) auront les mêmes 
fignes & différens fignes aux points a^ & M (fig. 120). 
13 6, Problême, Etane donnée r équation datait 
branche de courbe dont les ordonnées font perpendicw 
laires à F axe des abfcijfes ou dont les ordonnées par" 
lent d'un foyer ^ trouver fes points de rebrouflement & 
fes points ^inflexion ? Cherchez R par quelques- 
unes des formules qu'on a données ci-deifus, félon 
que les ordonnées fon^ rapportées à un axe, ou 
qu elles partent d'un foyer. Suppôfez R =: o & 
enfuite = 00 , & cherchez x. Mais fi les ordon- 
nées partent d'un foyer , cherchez ce qui ( dans 
l'équation ) repréfente x (*) ; cherchez enfuite les 
R par rapport aux points m&cM voifins du point 



*^ 



(*) Ceh «*éclaircira par le n** 1 41. 
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trouvé D. Si leurs (îgnes font les mêmes , il n'y 
aura au point D ni point d'inflexion ( Us\igu d une 
injUxion vijiblc ) ni point de rcbrouflement. Si les 
£gnes font ditférens, il y aura un point û'in- 
flexion ou un point de rcbrouflement. Pour dif- 
tinguer lequel des deux a lieu, on cherchera la va- 
leur de Tangle défigné par ^ ( valeur qu'on appellera 
q poilr abréger ) aux points m & M. Si les fignes 
de q font les mêmes , on aura un point de rebrouf 
fement ; mais d les fîgne^de q fontdiftérens. Ton aura 
un point d'inflexion ; fi le figne de q corre/pon- 
dantà M ( fig« i ip ) eft poCtif, la courbe (era con-- 
tave vers le bas & convexe vers le haut ; fi le figne 
de ^par rapport au point w (fig* 1^2) eft négatif. 
Tare D /H fera convexe vers le bas & concave vers 
le haut. Tout cela eft évident , en faifant atten- 
tion à ce qu'on a dit ci-deÛus. 

1 37. PkoblÊme. Trouver Us points £ inflexion 
ou de rebrouffimem de la branche de courbe dont 

t équation eft y =z y( ^î -|- x^) ou y^ z=: a^^x^ ^ 
car Vune & Vautn équation dé,.gne la même branche^ 
puifqu^à une ahfcijfe il ne peut répondre qu*unftuly ( * ). 
En diflFérenciant , Ion a 3 j/* ^y=^3 -^* ^x^ o\xy^ dy 

différenciant l'équation j^* Jj' ^=i xxdx en fup- 



(*) Si Ton avoit réqnation j^* = q^ ^x"^ ^ Ton auroitrrs: 
i V ( a^ -f- ^4 ) ^ & alors à chaque abfcifle il rëpondroit deux 
ordonnées ; ainfî la courbe auroic deu\' branches , Tune défi- 
gnée par l'équation y ^=1 ^ y/ { a^ ^ x^ ) , l'autre par 
réquation y = _ V( ^4 »|. ^4 j ^ & ^ fau'droit opérer fur cha- 
que branche en particulier. 

pofant 
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po(ant </x confiant , il vient lyày^ ^^y*- ddyz=ss 
axdx^ ^ il y^ ddy ^=i 2.xd,x^ -^ xydy^^ ou 

y^ ddy^=i2xdx^ *-* — ^, en fubftituant 

la valeur de dy^ prife de Téquation P, En ôtant la 
fraâion,on trouve^' ddy:s=:2xy^dx^ — 2x\dx\ 
Si on fubftitue dans le (ècond membre la valeur de 
jy\ prife de Téquation de la courbe. Ton aura 
y% ddy s= 2a> xdx^ -f- %x^ dx^ — 2Jt^^;ir* 

m 1 n^ X d X^ 

*ia^ xdx^9 & par conféquent ddy^= - 



JK' 



Nous employerons la formule du rayon ofculateuc 

ds^ , -^dxddv 

- & la valeur de q 



-— dx d djr - ds^ 

que Ton trouve dans la même foppofition , & l*oa 
aura par les valeurs trouvées, ds^ = dx^ 4-» 

dy =. dx' +__— == . — , ae 

jÊ jj ^a}xix^ j T> — V(^-f-^)» 

dxddy^ss. j donc R=: -; — ^^ ^ » 

^* %a}xy • 



Si Ton fuppofe R= O» Ton aura l/*(j^*4-:r*> 
s= o, o^jK* = — *♦, oujy = ± KC— • x^;, 

Îuantité imaginaire ; ainfi Ton ne peut pas fuppofec 
L == ©• Suppofant R sa= 00 , Ton a 2a* xy = o, 
ou jry=o,dont les fadeurs font a: =0 6cy=q. 
$ubftituant la valeur de ;i: = dans Téquation de la 
courbe , Ton a j^' = a*, quys=sa. Si l'on fubftitue 
dans la même équation la valeur de ^ = o, U 
vient jr>-f-tf^=sO, :c* = — a', onx=i — a. 

On doit donc examiner les points qui répondent i 
a? = o & à «,=5 — a. Pour le premier point, oa 
Tom€ ni. Q 
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fuppofera x augmenté ou diminué d'une très-petîte 
quantité /, c'çft-à-dire, on fuppofera :i: = o ity, 
ou X = sfc/, tf Ton aura ^' = dr /^ -+" ^' ^ 
ou y' = a^^ çn négligeant /^, c'eft-à-dire, que 
le ngne de y ne changera pas par cette fuppofî- 
tion. Il eft évident que fî dans la valeur de K ==s 

■ . ' , i- Ion met a à la place de y, R 

deviendra négatif, enfuppofant^cpofitif Cou=/) ; 
mais R deviendra pofitif , en fuppofant x négatif^ 
donc au point auquel :ir ?= o, il y aura ua 
point d'inflexion ou un point de rebrouflement. 
Fpyr favoir lequel des deux a lieu , examinons la 

"*■" % o} X UX 

quantité f; mais y =s: devient négatif, 

en fuppofant^r pofîtif , & pofitif en fuppofent x né- 
gatif (*) ; donc au point correfpondant à jc = o , il 
y aura un pobt ainâexion , & non un point dç 
rebrouffement. 

. Quant àce qui regarde le poiiit auquel x=: — a^ 
û on fub^litue — tf + / au lieu de x, l'équation 



de la courbe donne v^ = ^5 -^ ^J -j- ^a^f(ea 
négligeant les puiilances ultérieures de /à caufe 

de/infiniment petite )s=b 3 ^ */, ou ^ = |/'( 3 a'-f)i 
donc dans ce cas R =3 £— ^ — , en né? 

figeant dans le dénominateur le terme qui coiv 



(*) On n'a pas égard i dx qu'on regarde comme ne cban* 
çcam pas de %ne , ou qu'on regarde comme ayant le figne 
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tiendrait/*. Le numérateur confervera toujours 
le même figne , quelle que folt la valeur de ^, mai» 
le dénominateur deviendra pofitif ^ en fuppofant 
/"négative ; donc au point qui répond àxssz — a^ 
il y ^ura un point d*inflexion ou un point de 
li^brouiTement ; mais dans ce caj on a q «^ 

ou -— ^ 



il eft évident que q fera pofitif ,en faifant/poCtive^ 
& négatif, en fuppofant /négative; c'eft-à-dire^ 

?u*exi augmentant x d*une quantité fort petite y 
on aura pour la valeur de q une quantité pofî* 
tiye y tanclis qu*on aura pour lé point que nou$ 
appellerons /tz , correfpondant a x augmenta 
d*une petite quantité négative , une valeur néga* 
tîve de q; donc il y aura au point correfpondant 
à X = — a ^ un point d'inflexion , & non un point 
de rebrouflement. 

138, Problème. Trouver fi dans Ut courbe déjîgnit 
par ^ssstf — *r il y a un point d^inficxion ou de 
Tcbroujfement* De Téquation de la courbe , je tiw 

dy =i^\ x^Kdx.ddy^^.x"^. dx^^ eii 
fuppofant dx confiant; donc ds^ :s=^dx* -4-1/ jf* 

t=^dx\ ( 1 4-5. x^T)^ & dxddy = j, x^^. dx^i 



OoncRsai ^^ . 8SS ->■ ■ — ^ 

dxddy t -f 

*= — f (1 4-~-^\ ^î^ Multipliant la quantité 
fovs le Cène x par p. *^,&divifanthorsduCgno 
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par(p.*^/=27*r),ronaura-*- i^J-t-^M 






j =:R. 



Si Ton fuppofe cette quantité =: o , Ton aura 
fcs=o,8c fupoolknt ^ pofitif & fi petit qu*on vou- 
era , le rayon K devient négatif, mais R devient pgfî- 
tif , en fupppfant x négatif: ce qu'il eft aifé de voir ;* 
car enfuppofant x infiniment -petit. Ton a dans ce ca:^ 

K^:zM ^ -^^f*^- , or la quantité f^x 

eft pofitive,fi x eft pofitif, & négatif, fi a: eft négatif; 

donc au poifttde la branche auquel x=o, il y aura 

un point d'inflexion ou un point de rebrouflement. 

Pour favoir lequel des deux a lieu , je cherche 

a^ qui dans ce cas devient û s= ~ xddj^ 

*== ■ ^' 7^ ' ■ * Cette quantité eft toujours 

négative, que x foit pofitif ou négatif & fi petit 
que Ton voudra ; donc au point correfpondant à 
*■ = o , fl y aura un point- de rebrouflement & 
fton un point d'inflexion ; & parce que de part & 
d'autre de ce point , q eft négatif, les branches feront 
éonvexes vers le bas, &la pointe fera tournée, 
comme oale voit dans la fig, 122, le point J) 
étant éloigné de l'axe des x de la quantité AJ> 
te=tf; car au point A, auquel jt = 0, l'on ay=/r. 
, Si Ton fuppofe R = QD , Ton a 6 = o , ce qui 
étant abfurde , cette fuppofitipn ne peur avoir 

- (*) ^^^ le cuté de ^ eft 7 1 ^ , dont la racine eft i= 17 : 
le cube de ;w '^ eft = * f s= x% dont la racine =*v 
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:T lieu. Et de même fi en fuppolknt R = o Toq 
trouvoit une équation abfurde , Ton n'auroit ni 
, point d*inflexion ni point de rebrouflement. 

Par exemple, fi l'on avoit j^ =5= at", n étant uil 

nombre entier pair & pofitif > 2 , Ton auroit dy 

î^ «= «• a:»"*, dx^ ddy = [«• (/2 — l*),:t""* ] d x"- , 

dx^ '^dy''z=zds^ = dx\ (i-f-;2*A:**-*;,& 

r^dxddy == [ — /2,(n — l). x'''^^]dx^i donc 

= 7 r — T-T-^ — • Si Ion faitR = o. 

Ion aura i -h /a* :«:*"'* a= o, «*. ^*»""* = — - 1^ 

^*'*-*— :_jij, ;v»-«—^j/^=i^ quantité ima- 
ginaire qui fait voir qu^on ne peut fiippofer R = q. 
Si on fuppofe R = 00 , Ton a /i. ( /2 — i ). jc'^f 
?=o , ou ^ ==0 , ce qui femble promettre un po^ini 
d'inflexion ou de rebrouflement (*). En fubftituant 
O'+'/sTs/au lieu de a: , le ra)ron R fera négatif^ 
qù*on prenne /négative ou pontive; donc dans ce 
cas il n'jf a ni point d'inflexion ni point de rebroufle- 
ment. Mais enfuppofant que>2 eft un nombre impair 
entier > i , R fera négatif, fi/ eft pofitive , & pofi- 
tif , fi / eft négative. Il y aura donc alors un point 
d'inflexion ou un point de rebrouflement corrct 

pondant 3 x ===o; mais ^=5 -- — ^ ; — L —-, 



H-/z*x 



(*) Si/i Œ 1 ^ l'on aura jf-> = jtf« = i, & dans et 
.t2s le dénominateur. ne peut pas être fuppofé = ô , & de 
plusR fera toujours, négatif ^ quel que (oit ^t pofitif ou né- 
gatif; donc dans ce cas la courbe a par -tout fa conve:xité 
tournée vers le bas o\i vers 'lès ^abfciffes. Si on fuppofe que n 
eft =• — 4, dans ce cas àu^oint coiyefpondant i x = o, 
l'onaura R=o, avec un point de rebrouflèihent formé par 
^c«x branches afyroptpriqï^e54pvU coi^rbe qui ont pour tai^en» 
commune Pordonnéeinfiniecorrefpondatve ix:==zo ; mais il ne 
j'^ît pas ici des çoînt^ desdpurbes confîderées *dans tjn cfpaMî 
«fini. On ne fauro^fc &ppofer*«=iir;pttcciaucréquaticto y==^ 
feroit alors à la ligne droite. Q j 
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devient négatif, en fuppofatit x == -f-/j & pofitif ^ 
en fuppofant x = — / ; car dans ce cas ^z — a eft 
un nombre impair» & 2 « — 2 un nombre pair .; 
donc au point correfpondant kxssso^ily a, dans 
ce cas un point d*inflexion. . 

* Les points finguliers dont nous venons dé 
parler , ne font pas les feuls que les Géomè* 
ïres confîderent dans les. courbes/ On peut s'oc- 
cuper encore des points qu*on appelle i^inRtxion 
*invifi^U. Par exemple fi (%• i^^) la courbe A /n 
a un point ^'inflexion en ^^ & un autre en M dd 
manière qu'elle ferpente en devenant en m de conk 
.cave convexe, & en M de convexe concave vers 
Taxe AB , fi les points M , o , M font fuppofes 
infiniment proches, & en ligne droite Cfig«i2y), 
alors la courbe paroîtra par -tout concave, & lo 
point d'inflexion en m fera invifible , les arcs \x^ 
nniment petits /wo , M^ ( fig. 124 ) tomberont 
J'un & lautre fur la ligne /n / M , & au Heu de la 
courbe A/noM, l'on aura la courbe Ai /n qui 
n'aura aucun point (finflixion viJibU^ & dans Ift* 
quelle la petite ligne ////M, qui ( 6g» 125" ) de* 
vient /lï /» M , pourra être regardée comme une 
ligne ciroite. L'on appelle ces fortes de points 
<i'inflexion invifible dts points Je ferpentement ; 8k 
toutes les courbes défignées par réquation^;=r jc"^ 
,n étant un nombre pair plus grand que 2, auront 
un point de ferpentement correfpondant àrabfcifib 
X =2 6, De même la courbe de ^équation by^^=A 
( tf -f- jc )* a un point de ferpentement correfpondant 
au point défigné par a: = — tf . - s 

I3p, Problème, Trouver les poinss deferpemement 
'd^utte courbe algébrique dofk4ts ordonnées Jonfparaltiles 
& perpendiculaires' aux Jabfçijfes^ On pourra cher* 

;çbcr Jies £oijQts^ aux^ds le rayon ofculateuge^ 






/ 
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R eft = 04 ou =3 00 ; C i quelqu'un de cesf 
points, ainfi trouvés, il n*y a ni point d'inflexioit 
ni point de rembrouflement (*), c"eft-à-dire^ 
fi les rayons R correfpondans aux points voifin* 
fitués Tun d*un côté , l'autre^ de Tautf e deâ point* 
ainC trouvés font de même fîgne^ Voit aura utt 
point de ferpentement pour chaque point atiquei 
cela arrivera, Ainlî pour les courbes dont Téquatioii 
eft y ^sx^y n étant un nombre pair pôfitif >> 2 ^ 
Ton aura un point de ferpenteinènt tor^efpon-^ 
dant au, point auquel. x^=:^o^ 

140* SLfMARQUE.Si onfuppofe=à=i*, la valeUC 
de rabfcifle jc çorrefpondaiite à R =0 , ou à Fi s^joo 4 
& qu'en fubftituant ^4-/au lieu de x fort trouvât 
le rayon R imaginaire y c'eft une marmic que là 
branche fe termine au point * correfpondant if 
X =ai; c'eft la même cliofe, fi le rayon R cor* 
refoondarit à / négative , eft imaginaire ; c eft- 
à^dire^ que la branche n'exifte que dti côté cpr- 
refpondant au rayon R réel , & alors il y a uti point 
de rebrouflèment qui eft formé paf le concours de 
deux branches qui fe terminent au itiéme points 
& dont nous parlerons bientôt. 

Si 1 on chercne le rayon ofculateur çorrefpondan t 
^ aupoint JB de la cycloïde A/wB ( fig. 126 ) , oa 
trouvera ce rayon == o. Mais fi le cercle généra^ 
'teur, apijès avoir décrit la cycloïde ArfiB, con-r 
tînue de tourner, il décrira linc autre cycloïde 
B C i , & ainfi de fuite , & toutes ces cy cloïdes . 
pourront fe continuer tant du côté du point A. 
que /du côté du point Aj de forte qu'elles ne for- 

, ^) On foppofe que x êc y font des quatitîtés finies ou o j ' 
£i.il {l'eft ^ qoeftiott de la figuré 4« ht courte i imë 4ifiàncq 

infinie. » ,^ .' • / 

Q4 
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* 
jneront qu'une feule & même courbe compoféo 
rfune infinité û*arcs cycloïdaux , tels que Am B ^• 
BC^, &c. Lesarcs AmB,BCA, en fe joignant 
au point B , formeront évidemment un point de 
rebrouffement de la première efpéce ; mais il ne 
6*agit icique*des points de rebrouïTement des cour: 
bes algébriques* On peut remarquer qu'en prenant 
P M troifiéme proportionnelle aux ordon ces P m 
de la cycloïde & a la ligne Aa ssz a^ Ton aura 
iine courbe compofée d'une infinité d'arcs tels que 
NM/7, & chacun de ces arcs aura deux branches 
afymptotiques ; mais tous ces arcs appartiendront 
i une feule & même courbe. 

En général la courbe conficiérée au point auquel 
K =: 0, ou R = 00 aura dans ce point une 
courbure égale à*c«lle du fommet aune parabole 
différente de la parabole vulgaire, & ce fera toujours 
un point Cngulier. Au refte l'on peut confulter ce 
que nous avons dit fur cette matière dans la pre« 
inieré Partie de cet Ouvrage. On y verra com- 
ment on détermine la multiplicité dfu point d'in- 
flexion, foit vifiblé, foit invifible [voyez Courbes 
Algébriques n*". 6^ ] C). 



(*) Si une certaine valeur de x ou àcy donnoit R = f , 
on fubflicueroic cette valeur dans l'équacibn de la courbe , 8c 
Ton verroit û par cette valeur de x on trouve^ ryl ou réci-* 
proquement, ou bien û ces valeurs dcx 8c de^ rendent Tëquar 
tion de la courbe = o , en fuppofant tous les termes 
d'un (èul côté. Suppofons que cetce valeur foit = i ^ 5c 
qu'en faifaot x = i -♦-/ Ton trouve y imaginaire , quelle que 
Xoit/ pofitive ou négative , dans ce cas on a un point-con;ugué 
détaché du refte de la courbe , pourvu que Tordonnëe cor- 
respondante d Ap = T foit réelle. C*eft ce que Ton peut voir 
dans la courbe dont l'équation cft y^ -^ x^ ss ^xj -^ i ^ 
qui a un point conjugué corrc(ponda|itâ xssx ^â^ssi^oDI' 
a ^lé ci-deiEu (^^ ) de cetce couche. . . i, 
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141. Mais paflbns aux points d'inflexion & de re- 
brouflement dans les courbes dont les ordon- 
nées partent d'un point. Pour cela , rappeUons- 
nous que dam ces couî:bes Ion a ( lo? ) R =a 

q == dx.d,s^^jfdj^ddx—^dxddy ^ 

— — — . , Comme 

dx défigne un petit arc décrit d'un rayon varia' 
^\^yy lequel arc eft la mefure d'un angle, fi Ton 
veut avoir lare d^ qui foit la mefure de cet angle ^ 
en fuppofant que le rayon fait = i. Ion feraj^: 
Jx II I : d[, doù Ion ûtq y d^ «= dx. Subfti- 
tuant cette valeur de dx dans R & ^ , fe Ap-. 
pellant que ds f=:z y^ { dy^ -J^ d x^ ) ^ feifanç 
attention que ddx -=> dyd^-^y ddi^=zdydi 
en fuppofant ^jf confiant; &réduifant , ilvientR=5 

%dydi-^ y^di^ j^j^diddj > *^ î 

7, dy di-^y d i^-^^y diddy 

•' .'Il .- ' - ■ III. ^ ' 

ày-^ydf 

ÎSi Ton a une courbe C^* ( fig. 127 ) , dans la- 
quelle on faflè le rayon C A = tf eft à la cir- 
conférence A P D = c , comme le rayon C i = j^ eft 
à rabfclfle circulaire AP =^, ouai cnyi^j owas^ 
ter: cy^ Ton auraféquation de la (pirale d'Archimede. 

Si Ton fait j = i , -i. =, ^ . ta b i^ i.:: y : ?*, 

c • • • "^ T. 

6\xy =S5 A {% Ton aura une infinité de fpirales. Si i« 
ne défignoit point lunité & que Ton eût a'' i^c'!'ii 

û' Tïl ' 

y X xTy ouy = jc'", ou en faifant 

sss /r , & r— - = i% ron auroit yzszb^. Si fo^ 



m 
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feifoit a: âii x:i^ Ton auroit * = j ç; & fubftî-^ 
iuant cette valeur de x au lieu de x dans Féquatioa 

y 'sssL t^ x'^y la courbe feroit ifpportée à uiï 

èerdedont le rayon feroit =?=i. Dans réquation 
^s=r ^;j», :[ eft la quantité qui repréfénte ar, 8ç 
è*eft de cette quantité qu il faut dans ce cas entendre 
ce que nous avons dit ( 136). 

142. Problème. Trouver Us points d'inflexion 
& de rtbroujfemmt desfpiraks reprifcntécs par Céqua^ 
tion y = ^ ;[" , ^ étant un arc de cercle décrit d^un 
rayqfi'sss. I. L'on aura dy^ss^nbi^''^ dwia fiippa- 
fent di confiant, ddy=in.{n — l). ^î"''*^^* ; 
donc dy"- -^y^di"- = ^{^ (/i***{^""*-»-J^*) 

^^î ( ) = ^^ (/2 -hî ;, 

eh fubftituânt y"- au Ueu de **;;*' ; donc 

( dyy 4- y^ ^;jx )*==^— («* + ?*)• 

Vôn a auflî ^dy'-d^ + J'^^î* — yd[ddyr=^ 

jf^di^ ^ qui , à caufe de jy = * î* , peut fe changer 

en 4-i («» — « ).Z-±-.^y-di* 

î ■ î 

s= (»* -i-n-4- r*) , — i donc R =s 

• f 

^ue de réquation j^=> ij;"^ Ton tire — =» — ^ 
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= pz* *. L on a auui q = r r . 

Si on fuppofe que n eft un nombre pofîtîf, on 
voit que q fera toujours poiîtîf ; donc les ipiralel 
comprifes dans Téquation y =s b i^ nom 4ans ce 
cas aucun point d*inflexioîi, mais elles font toU'« 
jours concaves vers leur foyer. Si on fuppofe « = i , 
fcomme dans la fpirale d*Archimede , Ton a R;=3 

■ ^ ^-^-^ , quantité toujours pofitive O 8t 

qui ne peut être fuppofée a= o , ou = oo * 

Car dans le premier cas on auroit { { -+- t^sssoi 
jfjj=a-— i,&;f==^-|/' — ij dans le iècond 
cas on auroit ;( :i=2 hh V^ — 5 , c*eft-à-dite, que ^ 
feroit imaginaire ; donc cette fpirale netreatayoît 
ni- point d^inflexion ni point de rebf oufiemetit. Si 
Ton fait { == o ^ ce qui indique le pôle de k ipH 

raie d*Archimede • Pon a R =3 3=5 «.* 

c*eft - à - dire , que la courbure au pôle de cette 
fpirale eft la même que celle d'un cercle doût le 
rayon feroit î=t= *. 

Si on fuppofe {infini , c*eft-à-dîre, fiPon fup- 
pofe que la courBe ait fait une infinité de révpr 

Ititîohs autour Ai.pôle , fon a 1^ = -4 = *{==* 

br ^ ^ 

— i-, <l*oô I*oti tire i t B ::\ : R; c*eft-à-dîre; 

iqu alors le rayon ofculateur devient infini, & 
la courbure de la courbe infiniment petite , &I4 
même que celle d un cercle dont le rayon feroit 



OJ^ %Ae radicd fe prend toujours id arec le figne-f4 
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une ligne quatrième proportionnelle à Tunité , à i 
6c ^ i\ de même dans la parabole ordinaire dont 

le rayon de la courbure eft (104.) = -^ 



aa 



Ks .r_ , lorfque y = co , la courbure eft infini- 

a a 

inent petite, lorfque le rayon eft infiniment grand; 
inâi^çependant cette courbure eft circulaire. On 
diflingue ces fortes de points , en ce qu*en fuppo* 
tant y foit rabfcifle Xy foit l'ordonnée ^, comme 
on voudra , dans le cas de la parabole , ou ^ 
4ans le cas de la fpirale d'Archimede, augmenté^ 
ou diminuée d*une petite quantité ± /, le rayon 
pfculateur refte infini dans les deux cas , ce qui 
.iD'arrlve pas lorfqu'il s'agit d'un point d'inSexion 
ou de rebrouflement , lorfque Tabfcifle ( courba 
ou droite) & l'ordonnée font toutes les deux finies ^ 
ou qu'au moins l'une des deux eft finie ou '= Ow 
Mais il ne s'agit pas ici des points correfpondans i 
dès cQ-ordonnées infinies. 

Si n étant pofitive eft plus grande ou plus pe- 
tite que I , R fera toujours = o , ou = 00 ^ 
lorfque { fera=o, ou lor(q}ity=b [^ fera =oC*)f 
c'eft-à-dire au pôle. Si l'on (îippofe {i^égative , ou 
^"•» fera une quantité négative ou pofitive ; dans 
je dernier cas la fpirale paflè par le pôle à la ma- 
nière d'un arc continu. 

Telles font toutes les fpirales défîgnées pat 
les équations, y = i^5, y = i;[5,y=: i&jf^, 
&c. Dans le fécond cas il y a un point de re^ 
broùflèment au pôle : cela arrive dans toutes les 

(*)Car un — i = — w2,ron a S i-»""* = S j-* = -^ ^ 

*«. 

^ 90 ^ tenCippoiàn; {±^0 & m qp nombre pofipf enô^Q oit 
môionnaire. 
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fpîralesy = ^ :f% j. = ^ç*, j. = i^^ &c. Si ;; 
étant négatif, ;[""* devient imaginaire, comme fi 
Ion avoitj^ == h^^ ^ ce qui donne :["""* = j* "" ■ 

s= î * == . , en fuppofant { négatif; dans ce 

cas Reft imaginaire à caufe de l/*— • ^ imaginaire, H 
les fjpirales n'ont aucîn point correfpondant aux ç né- 

gatives.Telles font les fpîrales j^=A{ , y^==-^i =^ î*i 
&c. ; car en fuppofant [ négatif & « = f , Ton 
aura\y= dr^K — l^y quantité imaginaire. 

Si n eft un nombre négatif, dans ce cas il peut. 
y avoir un point d'inflexion. En effet Ton a alors 

q = — j — i-l . Cette quantité eit poli» 

tiye , fîC/2* 4- {*)*>;» , & négative , fî («* 4- ;[ ;{X /z. 
Mais ;[ croiffant continuellement , fi au commen- 
cement (/i* '+-îîX«3ily aura un point auquel 
'Cnn -^r [[) fera = n. Pour que nn -^[^ puifïe 
être plus petit que « , il faut que n foit fraction- 
naire ; donc dans ce cas cette partie de la fpirale qui 
répond à(n*-|-ç;[)<^;j, fera convexe vers le pôle ^ 
le refte de la fpirale 9tant concave vers le même pôle. 
Si n efl négative , l'équation y^s=.b ;['*" devient 

y == — , ou {" sas — . Si on fuppofe ;( = o , 

Ton a j^ = 00 ; au contraire pour quej' devienne 
infiniment petit , il faut que \^ devienne infinie ; 
donc dans ce cas la fpirale ne peut atteindre le pôle 
gu'après avoir fait une infinité de révolutions (* X 
143 . Parlons maintenant des points de rebrouf^ 



(*) La fîg, 118 peut, donner ane id^e des fpiralcs qulpaiTent 
par le p$le C en foone d*UG cônuaa. Si T^n ^3 ^^ ^^a 
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fement qui font formés par deux branches D M ;^ 
J)m(&g. 130 & 131 ), qui quoiqu'appartenantes 
à une même courbe^ font cependant défîgnées par 
fies équations différentes. Lorfque les brancnes 
(ê tournent leurs convexités ^ elles forment un 
point de rtbroujfement JimpU ou dt la premier t tfpéce^ 
mais U point de rehrouQemtnt efi de la féconde ejpece ^ 
fi Tune des .branches tourne €à convexité vers 1^ 
concavité de Tautre, comme il arrive (fig. 131 )* 
lies branches MD^mD font terminées au point D 
ée rebrouflement ; donc les ordonnées qui répon- 
dent à des abfcifiès , prifes en deçà , doivent être 
imaginaires. Au contraire dans la fig. 132 les 
ordonnées correfpondantes aux x ( Ap ) , utuées 

AP étant = -f-ç&Ap=— ^, roj\ prendra Cm = y 
e=^ X — f ' = — ^ ç* fur le prolongement du rayon p C. La 
iigtiie 11^ peut repr^lenter lesfpirales des équations^ =&{'. 
^ = Aî^,&c.Sil'on fait AP = A/> & /i = i, l'on aura ç^ 
= ( — ?)*=?*& Cm = C f. La fig. ii8. B peut rc- 
prélenfer celles oui n'ont aucune ordonnée correfpondance 
aux f négatives. $i on prend le radical pair avecle figne ±, ^ 

3u*on ait y=:b^'^ , ouj^=z + i V?' , àchaquc abfciflèAP, 
répondra deux ordonnées , Ymne p^tive C i , l'autre néga;^ 
tive C , la courbe aura an pôle C un point ângulier doni 
il foa ^cile de connoître la nature , en faifant atteiition à 
la figure, & à la fituarion des arcs qui le forment; & les 
branches feront concaves vers le pôle , puifque chaque point i 
& ode la courbe fera finie (encre le pôle C & la tangente 
coirefpondante , menée par un autre point infinimeiit proche 
de i ou de 0* 

Mab dans ce cas les fykdlcs ont deux branches (de/tT 
enées par deux équations difFérehtes ) qui font toutes les 
âieux terminées au pôle , & en ne confidérant qi/unc feulé 
branche , ces courbes font terminées au pôle ; or dans le 
problême , on ne confidere qu'une feule branche. Si /z = -f, 
i on aura 4 — i = f, & pour ce cas , en fuppofànt ^ né- 
gatif, j""** fcray^ — j», quantité imaginaire*. 



j«_ 
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au-delà de A, feront imaginaires. Les rebrouflè- 
mens fîmples îe trouveront toujours, en cherchant 
les X que donneront les R = o , ou ^= oo • Car 
il eft aifé de voir que fi la fig. 112 etoit fituée 
comme la fig. 132, à chaque abfcifle AP il ré- 
pondroit une double ordonnée PM, P//2; de 
forte que l'équation qui auparavant (fig, 112) 
défignoit la fourbe /^/ D M ; de manière que y 
étoit une fondion de a:, qui ne renfermoit aucun 
radical p^ir , en renfermera néceflairement, Iprt 
que *cette courbe étant rapportée à Taxe D P, 
aura la fituation de la fig. 152 ou de la fig, 130, 
En effet fuppofons que f équation de la courbe de 
la fig. ii2ioit^î=atf:i:*=jt:*,enfuppofant tf= i^ 

Ton ^\iTa,y=:yx^', mais en changeant y enx. 
Ton a j'* = *', y r== rt V^^'î donc à chaque 
abfciiïe A P où DP (fig- 130), il répond' deux 
ordonnées, Tunepofitive PM, l'autre négative P/w; 
& en fuppofant que les DP font poifitifs ^ Toa 
aura les Dp ■= — x ^ &clesy correfpondans à Dp 
feront j^ = rt V^ -^ ^S quantité imaginaire , 
qui fait voir que les branches de la courbe font 
terminées en D. Mais que la courbe foit fituée, 
commeelleleftCfig. ii2);oucommedanslafig.i3o, 
le rayon ofculateur correfpondant au point de re- 
brouffement D, fe trouvera , en fuppofant R=o^. 
ou R = 00. Suppofons que h foit la valeur de x 
trouvée par Tune de ces fuppofitions , on exami- 
nera, fi en fubftituant b +/au lieu de x, les R de- 
viennent imaginaires, lorfque/eft pofitive, fans le 
devenir lorfque/eft négative ou réciproquement, 
dans ce cas Ton eft fur d*un point dfe rebrouflement, 
Suppofons que/négative rende R imaginaire dana 
les deux branches défignées par le double figne :t 
du radical pairj^'on examinera fi en fuppofant/ 
pofitive 9 les rayons R correfpondans aux deux^ 
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branches font Tiin polîtif, l'autre négatif; dans ce 
cas les rebrouflemens feront de la première efpéce. 
Mais (i les SL étoient alors tous les deux poutifs» 
Ton auroit un rebrouflement de la féconde efpéce> 
dontle$ branches auroient la fituation déngnée par 
la fig. 131. Si les R étoient tous les deux négatifs^ 
les branches feroient (ituées comme dans la fîg. 153. 
Si on trouvoit le rayon R négatif pour une des 
branches, & pofitif pour Tautre, ce feroit une mar- 
que que les branches s*uniroient enfemble en D. 
tous la forme d'un arc continu (fig. 134)* 

A regard des fpirales qui ont un point de re- 
brouilèment de la première efpéce au pôle G 
( fig. I2p), nous en avons déjà parlé fuffifanunent. 

144. Problème. Trouver Ji la courbe de C équation 
ay^ = x^ ou ( tnfaifant a ^=. \) y^ ^=^ x^ ^ a 
un point dt nbrouffement de la première efpéce. Je 
cherche la valeur à^ y enx ^ & j*ai j^ = zkV^x^ i 

donc dy ^:tk-x^''' dx, dy^ ^-^. dx\x^-* 
^{.xdx\diy^±\dx\x^=± -^s 

ds^^dxHi-h\x)^^dxK (i±^)^ 

^=\dx^ (4;+çxyi — dxddy =5lp LJL, 

donc R = —dTTJp = "^T ï^^- C4-+-9^)^- 
Si Ton (iippofe x = o. Ton a R =x o pour les 
deux branches défignées par le double figne ±5 
fi Ton fuppofe x pofitif, R fera négatif pour la 
branchej'==-+-ï/^:r' , & pofitif pour la brancha 
y = — V^ x^'y donc la première a fa concavité 
tournée vers le haut, & la féconde a fa^ conca- 
vité tournée vers le bas. Si on fuppofe rabfcifle x 

Dégative^ 
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négative , le fadeur 'S/'x devient imaginaire ; donc 
à ^3p négatif il ne répond aucune branche ni aucun- 
rayon ofcùlatexm Lafig. 130 repréfente la courbe 
Péréquation ayy^=^ x^\ donc la courbe propofée 
a uti point de rebroufTement de la première elpéceè* 
Pour avoir le rayon ofculateur au point D 
( fig. 131 & 133) de rebrou0ement de la féconde 
elpéce, on cherchera par Téquation de la courbe 
ia valeur de y en ;r , & cette valeur renfermera 
nécefiairement un radical pair avec le double iî* 
gne Ht» La quantité renfermée fous le figne de* 
viendra = o au point D ; la valeur de R fera la 
même à ce point , & les fignes de R feront les 
mêmes au points M , //z des deux branches » ea 
p renant ces points fort proches de D , c'eft-à-dire y en 
ajoutant une petite quantité /à rabfciflè correC' 
pondante au point D , pourvu que /pofitive feule*- 
înent ou /négative feulement , rende P imaginaire,, 
La réfolution du problème fuivant fuffira pour 
faire comprendre comment on peut s*y prendre, 
pour trouver ces fortes de rebrouflemens, lorfque 
les ordonnées font perpendiculaires aux abfcifîes». 
1^$* Pi^OBLÊME, Trouver Ji la courbe de tiqua?* 

lion y -=1 a^^x^ '±iX^ ^ouy =s:a + ^* ± yx^ 
a un point de rebroujjement de la féconde xjficer Je 
cherdhe le rayon ofculateur des deux branches de 

cette courbe.' J*ai d*abord dyr=:2xdx'±:yx^ dx^ 
ddy =5: 2dx^ ±: T^* ^*^* C ^^ fuppofant dx 

5 

confiant ) , & ^j^*= (4. x'-^ l o at* -H ~ ;^;? ) 5 donc 

rf55 = (rf:t* + dy''y^=dx^(^ H-4x*±io;t^ 

*h^ jcîf ., — dxddy^dx^C-^Z^^'^x^); 
Tonu m. Ri 
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ds* {1-I-4X* -f-iox^ ^--^ x»)l 


^dxdày ! 



Les fignes fupérieurs appartiennent à la branche 
fupérieure de la courbe & les inférieurs à la bran- 
che inférieure. Maintenant (i la courbe a un point 
de rebrouflcment de la féconde efpéce, il doit être 
fitué au point auquel Ton a-HK Jtï = — \^x^ , 
ou auquel a- = o. Or à ce point Pon a R = ^ 
pour les deux branches; donc chacune de ces bran- 
ches a dans ce point une courbure égale à celle d*un 
cercle dont le rayon feroit = \. Le figne — in- 
dique que les branches tournent leur conca- 
vité vers le haut. Si on fuppofe a;== — /, la quan- 
tité X* =iy x^9 devient = K^ — P y quantité 

îinaginaîre ; de même x^ devient imaginaire , & 
il eft aifé de voir que le rayon R correfpondant 
cft alors imaginaire. Si Ton fuppofe :«•=-{-/, 
/étant une quantité fort petite, le numérateur: 
lêra pofitif pour les deux branches , le dénomina- 
teur étant négatif. Il le fera auiS pour la branche 

inférieure , tant que — 2 + •^. x* fera négatif. 



ou tant que ly jc^ fera < 8 , ou Jt ^<Ct^9 ou jc < 
Cr^y =iTT> ^^"^ '^ courbe propofée à un point 
de rebrouflèment de la féconde efpéce. 

La (îg. 1 3 3 repréfente la courbe propofée ; mais 
on doit faire AD = a. Il peut arriver que les 
branches D M, D m d*une courbe qui a un point 
de rebrouflèment de la féconde efpéce , ayent auflî 
quelque point fingulier que Ton trouve/a pour cha- 
cune de ces branches par la méthode ci-deflus. En 
général quelle que foit la grandeur du rayon ofcu'* 
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fateur correfpondant au point D, en cherchant K 

Four les points /tz & M fort proches de D , & dont 
un appartient à une branche , & Tautre à Tautre 
brâncne de là courbe , on trouvera fecilement de 
quel côté ces branches tournent leur convexité 8c 
l*efpéce du point de rebrouflement 
- Si au lieu de l'équation^ = ^ -t- a* ^^ ^/'jpv 
l'on avoit e]xy=: ^-+-(jc — c)^ ± V^(x — c )J, 
en faifant x — ^ = {^ l'on auroi* eu y == ^ +:[• 
:±: 1/^ {S & parce vqu*aa point cherché la quantité 
qui eft fous le figne ± j/^i^ doit être = o , on 
auroit j:— c = o, ^ = c; &ileft aifé de voir 
qu'on ne peut fuppofer;c"< c , autrement V^( x — c)^ 
{eroit imaginaire. L'on trouveroit de même que 
la. courbe a un point de rebroufTement de la fé- 
conde forte au point défigné par r = o, ou x=c^ 
Si les X Scies y étoient mêlés enlemble, on cher» 
cheroitj^ en a:, en regardant j^ comme l'inconnue* 

; Remarque. Selon M. le Ma'-quis Je l'Hôpital ( ana- 

lyfe des infiniment petits, n*^, to<?), pour avoir ces fortes* 

dfe points , Ton doit différencier 1-exprelïîbn générale <ldi 

rayon ofc-lateur. Cette différence étant égalée à o , donne^ 

dddy. ( Jx* -4- ày^) — 3 àyddy^ = o ( en faiûnt ix^ 

coàftant). Au point cherché, félon l'Auteur dont on vjient 

de parler , Ton doit faire cette quantité =0 ou = oo » 

& regarder le rayon ofculateur correfpondant comme unr 

maximum ou un minimum {*), Mais il eft aifé de voir que; 

cette méthode , qui doit ordinairement entraîner des calculs 

très-pénibles , ne peut faire diitinguer un point de rebrouflîî- 

inent de la féconde cfpéce d'un point auquel une courbe a 

un maximum ou un minimum de rayon ofculateur. De plus une 

courbe peut avoir des rayons ofculatcurs quirfbient des maximcu 

ou des minima , fans avoir aucun point de rebroulTement de la 



: {*) M. le Marquis de l'Hôpital ne fait aucune appUcation 
de fa méthode. 
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lèconde efpéce, & la méthode de ce grand Géomètre ne peat 
^ire diflinguer une courbe qui a un tel point de rebroufTemenc' 
de celle qui n'en a pas. 

Remarque IL Si Ton vouloit avoir les 
points de rebrouflèment de la première ou de la 
féconde efpéce d'une courbe rapportée à fon foyer, 
voici comment on pourroit s'y prendre. Soit , par 

exemple, la courbe j^ = a -+-;[* j:: { , en fup- 
pofant que { efi un arc de cercle dont le rayon 

s= 1 , on feroit attention qu'à caufede \ srri/'çJ, | 

^ ne peut être négative ; ainfï fi cette courbe a 
un point de rebrouffcment , elle doit l'avoir au 
point correfpondant à;[ = o,ouà^=^; en 
lecond lieu on chercheroit la valeur générale de R ; 
on examineroit fî au point dont on vient de parler 
R eft = o, ou =. 00 , ou fi R eft une quantité j 

finie. On examineroit aufli.ce que devient R, en 
faifant t =-4-/, / étant une quantité fort petite. 
Si les ugnes de R font les mêmes pour les deux 
branches , l'on a un point de rebrouiTement de la 
féconde efpéce, & les deux branches font con- 
caves ou convexes vers le foyer , ftlon que les 
fignes de R font à la fois pofitits ou négatifs ; files 
fignes font difFérens^ & que R =0, ou = oo , l'on 
a un point de rebroujGTement de la première efpéce. 
14.5. PkoblÊME. Trouva fi la courbe dont C équa- 
tion cfl y = a ±:}/'(^ rapportée a un foyer ^ & ;j 
ttant un arc de cercle dont le rayon ^=i l a un point 
de rebroujfement , & de quelle tfpéce il efi. L'on aura 

<y = ±rC^^Î3 dy^'^'il'di\ddy^±:^ 

i^ç*V;f*, en fuppofant ^{ confiant; fubftituant 
C€S valeurs de^, dy^ ddy dans la formule ci- 
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Ton fait ;[ négatif, R deviendra imaginaire; filon 
faitî=:+/,/étaiK fuppofée aflez petite pour que 
tous les termes qui font affedés de i difparoiflènt 

devant aa. Ton aura R = — =3 ^ ; ce fera la 

même chofe , fi on fuppofe { = o ; donc la courbe 
propofée a un point de rebrouflement de la féconde 
efpéce ; les branches de la courbe . tournent leur 
4|pncavité vers le foyer , & leur eourbutç au point 
de rebrouflement eft la même que celle d*un cercle 
dont le rayon feroit = a. 

. Pour décrire cette courbe , je décris ( fig. 13^) 
un cercle AP avec le rayon AC r=: 1 ; je prends 
GD=âî, tirant enfuite une ligne indéfinie CP, 
je fais AP =î, CM = ^-4-ï/^^î ; Cm =:^ — 
|/';5;î 5 les points m & M appartiennent à la courbé. 
147, PkoblÊME. Chercher Ji la courbe de C équation 

^ = ^ dr^^ un point de rehroujfement de la premiers 
4)U féconde efpéce au point défignépar {=3:0 , la courbe eft 
rapportée à un foyer ^&:^efl un arc décrit avec un rayon 
à=i. Cherchez les valeur s de y, dy^^ ddy^ fubftituez- 
les auflî bien que la valeur de dy dans la formule 
quiconvientà ce cas , en faifant ^{'confiant, il viendra 

i\ = — • 



- « 
3 



Si Ion fait ;( négative, R devient imaginaire; fi Ton 
fait { ==: O , Ton a R = — ^ sstf.Silon fuppofe 
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1=/» /étant une quantité poCtive très -petite, 
le numérateur & le dénominateur de la valeur de 
R reftent pofitifs; donc la courbe a un point de 
rcbrouffement de la féconde efpéce, & les deux 
branches de la courbe ont leur concavité tournée 
vers le foyer (*). 

Mais fi Téquation de la courbe étoit jy = — , la 

(piraleMCi(%. I2p) auroit un point derebrouf- 
(ement de la première efpéce fituéaupôle C; & foit 
qu'on prenne Tare {= AP,où=A/^, c*eft-à-dire, 
poCtif ou négatif, le rayon j^/^ra toujours pofîtifl 

Dis iifages du Calcul diffcrinticl dans CAlgibrCm 

148. Problèmb. Elever le hinome a^hila puij[;ancem. 
L'on fait qu'en élevant i + a au quatre, au tube, Ôcc, ^ 
premier terme fera toujours =,i. Cela pôle, ruppofoos 
( I -h:v)» =1 -f- A X -f- Bx--f-C vJ-f-D;*r^-4- Exî &c^ 
(**) ,en prenant les différentielles , Ton aura /r..' T-+-A:y"~VAe 
= Adx -f- iBxdx -f- ^Cx^ d X -t- j^Dx^dx ^ 
&€• ou en divifant par a x , m.( t -Ka: )""'' r^ A 4- l' B jc 
■+- 3 C^*H- ^Dx^dx (Pj Cette équation devant avoir 
lieu , quelle que foit la valeur de ;np , on peut fiippoièr Ar=: ^, 
' ou, (I Ton vdut, = o, & dans ce cas tous les termes qui 
^ » ■ — --- - — - ■ ■ ■ ■ . 

(*) Toutes les paraboles, excepté la vulgaire, ayant le 
xayon ofculateur qui répond à leur fommet = o , ou = 09 
(135), il paroîi que Ton peut coru:lure que tout point d^une 
branche de courbe ( dans une éfpace fini ) auquel le rayon 
ofculateur eft = o , ou =: oc , a une courbure fcmblabîe i ^ 
la courbure au fommet de quelque parabole diiFérente de la 
vulgaire j mais oh fait que toutes les paraboles, excepté 1:^ 
vulgaire, o'nt à leur fommet un point de rebroullement ou 
un point d'inflexion f vifîble ou invifible). Si donc on trouve 
que le rayon ofculateur d'une branche de courbe correfpondanc 
a im point donné elt = o, ou 00 , & qu'en même temps on 
ne trouve pour ce point ni- point de rebrouflèment , ni poinc 
d'inflexion vifîble , ne peut-on pas conclure que c'eli un point 
ie ferpentement ? 

(**) Cette fuppofltion cfl j>offible , puifque les coeflfîciens 
indéterminés , A , B , C , D , &ç.peuyent reprélèntcr des quantités» 
quelconqueSf 
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Clivent A s'évanouiffent ; & en ' dîvifant par m , Ton t 
( I-+-X )'■■•• on(i'4-o)*~"= — ou X =3 -. ; donc A=m« 

mm 

bifFércnciànt Tëquation P , Ton am.(wi— i). (i4- Af)"»"** X 
dx = zBdx -+- 6 Cxdx*-h izDx^ dx -f- &c ; divifani 
par dXy 6c fuppofant :c = o , l'on a m. ( to — ï ) = i B», 

OU B == — . En continuant de même , 1 on trouren 

2 
M. (»-— I). (m— 2) ■■,(«•— Ij. (w— 2) 

C =s — — ssa V» 

tf 1.2. I 

• ^ .^ * * 

I. 2. J. 4 

Maiq^enant £ Ton fait attention que ( tf «f* i }** =3 
*"• ( 1 H )•, &qu*onfupporc —- =sx^ Tonaurafi -f-^)* 

k . y m. (»— .T ) *» • 

ter (i-4 )f=xi+m J. : X -T -fi 

l, 2 4* 1.2. 

m.(m-^j)(m^^l) , ... 

i» fl»-a -I» , L-i : — Jl fl»-3 -f. &C. (^). 

I. 2. 3 ^ ' 

S on Vouloit avoir la valeur de (a — • J )•, on mettroit le 
fi^e — devant tous les termes de rang pair, c'eft-à^lire^ 
qùon feroit le fécond , le quatrième , le fixiéme , &c. termes 
négatifs , parce que h s'y trouve avec un expofant impair ^ 
or me puiiTance impaire d'une quantité négative eft néga- 
tive î donc (a — i)*=:d*— m ba'^^' -t- «^-^ 4* 

hi méthode que Ton vient de donner pour élever un bi- 
nôme à la puiilance m , fuppofe que m eft un nombre ra* 



X*) C'cft la formule qu'on a trouvée, dans l'Algèbre par vm 
calcul bien plus pénible. 

R4 
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oonnel pofîtiF ou négatif , entier on fractionnaire » Se il cH 
alors facile de voir que d. ( i -H Jif )• = w. ( î -f- *)"*"* t 
ludëpendamment de la démonf^ration qu'on en a donnée 
ci-dcflus. En effet de ce que la différence de x* eft a x^^^dx, 
celle de x* étant 3 x^"" • <yr , &c. on peut conclure par ana- 
logie que celle de x» eft m* x*~* dx^êc que celle de ( i H-x)» 
cft m. ( i-Hx)*~' dx^ m étant un nombre entier ou frac- 
tionnaire pofîtif ou négatif. 

Mais pour démontrer rigoureu(èment que la même cKofè a lieu 

en fuppofant que m eft un nontbre quelconque êc même fourd , 

5 
tel que V 3 > mettons dans le binôme a-h^ 1 ^ au lieu de a. Cela 

pofé , je dis que Ton aura (je -f- i )• =x"»-h /« x "*" • ^ -+- 

■ X* * C* -f- X* » 

<X l' &c. en (^«ppofimt même que m eft un nombre irrationel. 
.Soppofons que L défigne le logarithme hyperbolique &que l'oa 
ait L. {x-hi)"oui7iL. (x-+-^) = L. (x-^-mx""" t-H 

■^ '^'^ "" r' ^ x-- » J* -+- &C. ). Prenez les différentiellct 
de ces logarithmes, en fuppofant x variable & b conftantj 
VOUS aurez ■ ^ . (*; = 



I*— «ijc4-iii.(i»— i)^*-~*ii»H 1 i^j^"-î4-&c 



w. (a» — I ). 4* x"—* 
2 

Multipliant le numérateur mâx par x" -^mb x """■ -f? i:c. 
& le fécond membre par x-f- Zl , ou, ce qui revient au mené, 
étant les fra<^ons , il vient m jt* ^ x -f- m' i x*"" ■ <f ;i -f- 

II»* f m •■- X ï 

* ■ ■ i* X*"* ^ x-h&c. =?=TO X» dx^m. (w— i) X 

_ • , m. (»— 1 ). (m— 2) 

ix*-'dx 4- — ^^ ^ : — i-i»x»"-*i/r 4-; 



»■- 



. (*) La différentielle d'une quantité iogan^mique, (èloA 
ce qu'on a vu ci-dcflus ., eft égale à la difiereaticUc dt cet» 
^antité divifée par la quantité eUe-'même. 
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&c. (*) -f- m hx"*"^ dx "^ m.{m — i)h* x^^^dx -+- 
&c. En rëduifanc dans le fécond membre les termes fèmbia- 
bles en une fomme , Ton 2Lmx* dx -^ m* mbx'''"* dx-h 

L I-&C. quanuté identique avec le 

premier membrej donc la fuppofition d'od Ton a déduit cette der- 
nière équation eft vraie : car en rétrogradant , Ton peut revenir 

arequauon(;c-h^)»=x*H-772 Af"^' b-h 3»^,^»-» 

&c. donc en fubftituant a au lieu de x , l'on aura (d'4-i )■==«• 
m b a"~* H '- "^ ^* û*""* -h &c« en {iippa-» 



fant même que m eft un nombre irrationeL 

XTfagt du Calcul différentiel dans la recherche des 

racines des équations. 

1/^9. Soit fuppoi^e réquatlon x" — Aat"""' -f- Bat*"* 
■— C Af •"* -+-!-)*•'"♦ — &c. = o (M) , dont les racines foicnt 
jf y q y r y S y r , &c. de manière que p Toit k plus petite , q 
. celle qui vient après & ainfi de fuite. SuppoCbns que toutes 
les racines de Téquation propofëe font réelles , & regardons- 
les comme inégales, & s'il y en a d'égales, fuppofons que 
leur différence eft infiniment petite. Par la nature des équa- 
tions , la propofée ne peut être = o , à moins que x n*ah 
pour valeur quelques-unes des racines p, ^ , &c. Supposons 
en général que :v " — . A jc«"* -♦- B ;v » "" * &c. eft = f ; 
& imaginons qu'au lieu de x on {iibftitue dans la fbnâion £ 
différentes valeurs déterminées à commencer depuis — 00 , 
en allant vers les nombres pofitifs (**), il eft vifible que ^ 
ne deviendrai o que lorfqu'on fubftituerap, ou 7, our, &c. 
au lieu de * , & qu'aujSaravant {' acquerera différentes valeurs 
plus grandes ou plus petites que o. En prenant des valeurs 
plus grandes que p & plus petites que q y les valeurs de £ 



(*) On doit multiplier tout le numérateur du fecond membre 
par X &; eiîcore de nouveau par b. 

{**) On confidereici les quantités négatives comme plus pe- 
tites queo. 
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lèronc ponûves eu négatives jufqu'i ce qu'on fiibftîtue q aa 
lieu de X , & alors Ton aura ^ = o : mais les valeurs de ^ 
n'ont pu pafTer de o à o , à moins que dans cet intervalle ^ 
n'aie eu pour valeur un fhaximum ou un minimum» Ce fera un 
maximum , fi les valeurs de 7 ëtoient poCtives , & un mi--! 
mimum ( * ) , fi cUes écoient négatives , pendant que x a une 
valeur intermédiaire entre p & q : ce fera la même ckoXe^d/ns 
le pafTage de (/ à f. Mais parce que, comme on 1*^ dit ci- 
^ilus ( 8 1 ) > les maxima & les minima fe fiiivent alternaëve^ 
vent j fi ^ z été un maximum entre j> èc q^ elle deviendra 
fen nÀnimum entre a & r , ou réciproquement & ainfi de fuite* 

Donc puifque entre les racines prifes deux à deux ^ a pour 
valeur nn maximum ou un min'mum , le nombre des maxima 
$c des minima qui font dans r fera plus petit au moins d'une 
«nité que le nombre des racines réelles , & les maxima Se 
les minima fe fuivront de manière que les premiers feront 
pofitifs & les derniers négatifs ; réciproqueiiiêm fi 2a fono- 
don ^ a un maximum ou du moins une valeur pofitive, en 
£ippofant jr = /, & un minimum ou du moins une valeur 
négative , en faîfant x rrz g y il eft ncceflaire que x pafTant 
^c f en g y ^ pafïè, du pofitif au négatif, & que dans cet 
intervalle ? devienne s=: o. Donc il y aura une racine con- 
tenue entre / & g. Mais cette conclufion n*a lieu qu'en fùp- 
|K>fant que les maxima & les minima deviennent alternative- 
ment pofitifs & négatifs ; car fi ^ a quelque minimum pofitif, 
â peut fe faire que i paile du maximum au minimum liiivant, 
uns padèr par o. 

Au refte il y aura toujours entre deux racines un maxi» 
mum ou un minimum , quand même toutes les racines ne 
i&roîent point réelles. Mais on ne peut pas conclure qu'entre 
deux maxima ou deux minima quelconques il y ait une racine 
léelle , à moins qu'une des valeurs de i foit pofitive & Tautre 
négative. 

Si Ton différencie l'équation ci-deflûs , & qu'on faffe à\ 
*= o , l'on aura c/^' = o = nx*"^ dx — (a — i ) X 
A X»""* ±x -{r (n — î). B x'^^^dx &c. , ou en divifant 
îpar^^, nx*"* — (n — i).Ax«-*-+-(/7 — a). Bx»"* 
— &c. = ( P ). Les racines de cette équation donneront 



(*) On prend ici un nombre négatif pour un minimum , 
dans le fens de M. EuUcr. 
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les maxima & les minima de ^ , aînfi qu'il fuit et ce qu'on • 
il die ci-deflùs fur les maxima & les minima* Donc les ra« 

cincs de l'équation -— = o = nx»""* — ( n — i) X 

a X 

A -v»"* &c. dont le nombre eft = /i — i , (èroni les maxfm^ 

ou les minima de {* ; & il les racines de l'équation ^ = o 

■ 

font toutes réelles , alors toutes les racines de l'équation 

^ du 

:= o (èront auflî réelles ; car f ayant autant de maxima oa 
de minima que « — i contient d'unités (*) , il eft néceflàire 

que l'équation -- — = o ait un égal nombre de racines 

d X 

réelles; donc toutes (es racines ibnc réelles; donc on peac 

établir la régie fuivante. 

Si tomes- les racines de f équation ^ =: ojhat réelles , 

dz. 
toutes les racines de -r — = o le feront auJR; ffoà il 

dx " "** , 

fuit réciproquement que Ji toutes les racines de téquatiom 

dx. 

-- — = o ne font pas réelles , toutes celles de Véqumïon iz=zo 

ne le feront pas non plus. Mais il peut fe faire que toutes les 

racines de l'équation = o foient réelles, quoique toi^ 

tes celles de l'équation ^ = o foient imaginaires. 

Remarque. Si l'on a l'équadonx' — « Ax* -f- Bjt 

.— C = o & qu'on Éiflc :t == — -, elle deviendra —• — • 

Ji. B 

^-1 — C= o, oui — Aj -H By*^ -^ Cyi =o, 

& fi les racines x de la première font réelles , celles de 
ia féconde qui font égales à — le feront auflî ; de ma- 
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(*) On fuppofè que les racines de —-=o font inégales; 

^i\ y en a d'égales , il faudra faire les exceptions dont on t 
jparlé ci-ddTas. 
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lucre que celles d'une de ces équations font égales à Timité 
diviféc par celles de l'autre équation , ou que celles de rune 
font les réciproques de celles de Tauue, Réciproquement de 
réquation i — Aj^ -h By — Cy = o , on peut, ci> 

Ibbftituant ^ pour jr , repaflêr à Téquation *» — A r* -H 
&c. ^= o. 

SI l'on fubftitue ^ au lieu de x dans la propoféc M d* 

y 
deffus , l'on aura i — A^-H B^* — &c = o j difFércncianr 
cette équation , divifant par djy & remettant x au lieu de 

— , ou -î- au lieu de j , l'on aura , en changeant tous îcs 

£gnes^'équation P d-delTous. 

Différenciant cette équation & celle qui en réfultera , 8e 
laifant les opérations nécefTaires , l'on aura, en changeant 
les fignes , les équations qu'on voit ici. 
(P) A *•-« — 2 B *»-* -f- i C xf-^ — &c. = 0. 

(n) A*-» - ii!:i:i2.Bx.-34. ^^--^u—^) c*-*-&c. =o. 
(S) A <^» -i<i:=:£J.B,'-*+ ,^^'-f/'-*\ c «-5_&c. =•. 

^' » — I vi^„_, j. („ — aj 

(V) A.x-«_iI==^.Bx.-'+4i!=l!4i:=4. Cx.-_8ec.=.. 

Et en général en fuppofant que m eft un nombre entier plus 
petit que n , Ton aura , en fubftiniant m pour n — i , oit 

n — 2, ou/1 — 3 &c. Ton aura, dis-je, (Z) A x» — X 

Bx — « H 3 »■ r m -> I ) Ca;»"^ — &c.=o. Or ileft 

évident , par ce qu'on vient de dire , que Ci toutes les racines de 
l'équation ^ = o font réelles , toutes celles de l'équation P le 
iêront , toutes celles de l'équation R, de l'équation S, de l'équ»^ 
don V, le (èront auflî , & que fi réquation (È) a des racines ima- 
ginaires , la propoiee en aura aum. Si on fuppofb jin = i , l'on 

aura Ax je — — i- . B x 4- -r-- = o. Si l'on 

»•— I (. >»--rl). (» 2) 

jréfout cette j; équation par. la méthode ordinaire du fécond 
^cgré , l'on verra aifément que Tes racines font imaginaires 
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^ * r • i> 4B* ^ tf A.C 

toutes les fois que Ion a r < — f*)» 

donc en divifant par 4 & multipliant par (^— i)*, Toa 

or>^ î^f" — I). AC - - 

aura B 13 > : ^ . fi toutes les racines do 

2 (^ // — 2 ) 

réquation propofëe font réelles ; autrement il y aura au moinsr 
deux racines imaginaires. Si n = 3 , pour qu'il n'y ait point 
de racines imaginaires dans la propofëe , il faut qu'on ait 

8B>3ACi fi« = 4, l'on doit avoir BB > — .AC; 



2. z 



3. 4 



Si /ïï=5. Ton doit avoir BB >• — ^ — . AC ; &c. 

' Par ce qu'on vient de dite, l'on peut démontrer que fi 
toutes les racines d'une équation x* — Ax""' -+- Bat"""* 

&c. = o font réelles , il y aura autant de' racines pofiiives* 
^u'il y a de changemens ne figne , & autant de racines né- 
gatives qu'il y a ae fucceflîon de même fiync. Comme nous, 
avons parlé ae cette régie dans notre Algèbre , il ne fera pas] 
inutile d'en donner ici une démonflration tiréeMes principes da* 
calctil différentiel. 

150. Suppofons que l'équation x* — Ax"""*-f-Bi:if»"'* 
*— C a:""^ •+• &c. = o au toutes fes racines réelles & pofî-' 
tives , foû équation différentielle n x*"* — (/z — i). A^"""*, 
^ ( n — 1. D x"^^ •— &c. =! o , aura auffi toutes fes racines 
réelles & pofîcives , comme il fuit de ce qu'on aditci-defTus 
^149), & les racines de celles-ci feront les limites des racines 
ûe la propofée ; de manière par exemple que fi les racines 
de celles-ci font lo , 15 ,..io , 7 , la propofée aura cinq ra- 
cines, donc une (èra compriCè entre 00 & lo, la féconde 
^tre zo & i^ , la troifiéme entre 15 & 10, la quatrième, 
entre 10 & 7 , la cinquième entre 7 & — 00 . En effet les' 
valeurs de x vont de — 00 jufqu à la plus petite racine qui. 
rend la «propofée = o , avant que la valeur de ^ , dont oa 
a parlé ci-deffus ( 14P), devienne un maximum ou un mi-. 
himum , c'eîl-i-dire , avant que l'on ait x =s 7- K y ^^«' 



{*') Comme on fiippofè les racines inégales , cette {ùppoCtioi^ 
«r polTible ; u 1 on 'avoit = == , les 

deux racines de l'équation A x* «-« &c« A feroient. égales» 



i«i 
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ime aacre radnc entre xrtsyScxssio, une autre eatre 
M =: io&;r=i^y ;une autre entre x=: 1 5 Scx = 20,^ 
enfin la cinquième entre x=sioScxz=z<» . 

. Si l'on fuppolè X =s —, la propoféc «ievicnJra i — A^ 

^- B^* — Cj'* -f- &c. =: o , dont toutes les racines feront 
Bofli réelles, mais réciproques ; de manière que les plus grandes: 

j répondront aux plus petites x, puifque x = --j&^sr:-. 

Ces chofes fuppofccs , en différenciant la propofée juCju'i 
ce qu*on parvienne à une équadon du premier degré , l'on, 

inra x •— — . A = o (*) » dont la racine doit encore être 

n 

pofidve 'y donc A efl une quanûté pofidve ; donc le coefficient 
dn fécond terme fera s= -r- A , comme on Ta fuppofé , 
c*cft-à-dire , que le fécond terme aura le iîgne — j donc fi 
le fécond terme avoit le figne -f- , toutes les racines (**) de 
h propofée ne feroient pas pofîdves. Si Téquadon propofée. 
cft fuppofée fè changer en la réciproque par la fubflicuuoQ 

de — au lieu de Xy qu'on la différencie , & qu*aprcs l'avoir 

divilécpar dy l'on remette a: en fubflituant— -au Jieu de^. Ton 

aura Ajc»*"" — iBx»""'-h 3C;r»"* — &c.=r: o. Diffé- 
tenciant de nouveau jufqu'â . ce qu'on foit parvenu â Téqua- 

don Z ( ci - deffus I4P ) ou A Af * — — ^ • B jc""* -f-« 



Bec. =s o , <jui ; en fuppofanc 772= i , devient A a: — • B 

s=:o dont la racine doit être pofidve, puifque toutes celles de la 
propofée le font par fuppofition; B fera une quantité po-*- 
fidve. Donc le troifiéme terme de la propofée aura 



(*) Si 71 = 3 , Ton aura x^ — A ;v* -H B ^ — C = o , 
$x* dx — lAxdx -f- Bdx = 0; divifant pzrdx & 
différenciant de nouveau , Ton trouve j. 1 ;v — - 1 A ^x=: o,. 
pu 3 a: — . A = o , ou a: = f A. 

{**^ On les fuppofe réelle*. , . . 
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le figne -f- > done le premier & le fécond termes "auront 
CCS ugnes différens ; donc fî ces termes avoient le même 
figne , il y auroit au moins une racine négative corref^ 
pondante à la limite indiquée par cette équation, qui fera 
cîfFérente de la limite indiquée par Téquacion précédente , 
parce qu'ici les racines ont été chanj^ées une fois en leurs 
réciproques j d'oii Ton conclut que fi les trois premiers termei 
4e Vëquation avoient les mêmes fignes , Téquation aurok 
deux racines négatives. Si après ayoir change la propofec 
en 1 — Ay -H fi/* — Cy^ -♦- &c. = o on différencie 8c 
& qu'on divife par dy , Ton aura — A -+- iBy — 3^,y* 
^ &c. Différenciant cette équation , divifant par z dy êc 
remettant x^ il vient B;v»-* — 3 Cx'"^ -H &c. biffi- 
fendant . cette équation julqu'â ce qu'on parvienne à une 

3 c 
équation du premier degré , l'on trouvera Bx -— =0, 

dont la racine eft pofidve , piii(que toutes celles de la pro- 
pofée le font y donc le quatiiéme terme aura un cocfficienc 
r — C , c'ell-à'dire , aura le figne — ; donc s'il a le figne -f- 
çomme le tcoifiéme , il y aura une ratine négative indiquée 
par une fucce/Iton du JÎigne + du troîfiéme au quatrième 
termî; ; & en général autant qu'il y aura de paires des figneç 
pofitifs ou négatifs contigus , féquation aura autant de ra- 
cines négatives , & il y aura autant de racines pofitives qu'il 
y aura de changemcns de fîgnes d'un terme à l'autre; donc 
u y aura autant de racines pofitives qu'il y aura de varia- 
iîons de fignçs d'ua terme à. l'autre. Par exemple fi le premier 
terme & le (êcond ont diftérens fignes , il Y aura au moins 
une racine pofitive 5 fi le {ècond & le troifieme ont auffi dî& 
férens fignes , il y en aura deux , &c. fi tous les fignes font les 
mêmes , toutes les racines feront négatives ; &* en général 
Ji toutes les racines <tune équation font réelles / elle aura 
autant de racines pojitives qu'il j^ 'aura de variations de 
Jignes y &» autant de négatives qu'il y aura de faccedîont 
àé fignes dans V équation. Cela n'a point lieu quand il y a 
des racines imaginaires. PafTons maintenant aux limites des 
i:al:ines d'une équation. 

ip. Problème. Trouver les limites des racines de 

Viéquation :v* — i4XAf -H 14^: — ii ss o. Si a\f liea 

ic o Yop, éctii i & que l'on diiFérendc, l'cja aura ~- =^ 
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ar=4Jr* — i8x-+- 14=2 o,oux' — 7X-4- 6 = o," 
donc les racines font ^ , i , — 35 fi on les fubflime dant 
r^qnadon auffi bien que 00 & -«- 00 au lieu de x, Ton a 

pour X = M f. = 09 

r ~ — 4 

r = — « 

r = 



X = — 3 



00 



= -ir « 



Sî l'on conçoit qu'ayant pris rabfciflTe AP = 00 (fîg. 13^) 
on mené Torionnée mF =* 00 , qu'à l'abfcifTe Aj = z 
r^onde l'ordonnée fg = — 4» à rabfcliîe A/i s= 1 l'or- 
donnée /i M =— * I , a rabfciflc A b = — 3 l'ordonnée iD 
-sr _ 11^, 5c à rabfciflc A /> = — 00 l'ordonnée p j = 00 , 
il eft vifible que l'ordonnée m P = ^ (*) ne peut devenir de 
/ poficive négative , â moins qu'elle ne devienne = o au point B 
ou la courbe coupe l'axe de x 5 mais parce que l'ordonnée refte 
toujours négative entre jc = i & jk- = i , elle ne devient 
point '= o ; donc aucun x compris entre z & i ne ren- 
contre la courbe , & il n'y a aucune valeur de x entre z & i 
qui puifle rendre Téquation = o , ou , ce qui revient au même , 
qui foit une racine ae l'équation. 

De même il n'y a aucune racine poflîble comprife entre i 
& — 3 ;mais parce qu'en fuppofant :c = — 00 , l'ordonnée 
<orrefpondante £' = 4- 00 elt pofitîve , la courbe doit couper 
l'axe des x en un autre point C , & les racines réelles de l'équa- 
tion font AB & A C , lituées l'une entre x=;=<» &jf = a, 
l'autre enre x=: — 3 &* = — *oo,lcs autres racines de 
l'équation étant imaginaires. 

152. PftOELÈME. Trouver les îimires de l'équation x^ — 
lAc*-*- 3Af-f-4=o. On aura , en écrivant f au lieu de o 
& opérant comme dans le problême précédent , on aura , 
dis-je, 4a:'— 4jv -+- 3 =0: cette équadon du troifiéme 
degré n'a qu'une feule racine réelle approchée =r — i. 3. 



(*) Il faut luppofer qu'on a décrit la courbe de la figure 1 3 tf , 

en prenant ^ pour l'ordonnée , faifant x^ — ïj^xx -f- &c» 

s= l', & en donnant fucccfïivemcnt pluileurs valeurs à x. 

Subftiniaot 
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Sublimant cette valeur de x dans la propo(2e , anfC hicA 
que 00 & — 00 y l'on aura 

pour 4r = oo • • • . .^soD' 

X = — Î.3 . • . . ç = — 0.31 

Donc il y a deux racines poflibles , Tone entre jc ss oo $e 
jc = — I. 3 , l'autre entre x = — i. 3 & x = — » . Ces ra- 
cines font — I &— 4 , qui rendent Fëquation propofée^ o j les 
autres font imaginaires. 

Remauq/dSp La coQrbede Téquacion x^ -7- A jc«""* -+- &c«=^ 

Ï>eut avoir des points multiples auxquels les x peuvent rencontrer 
a courbe; dans ce cas Tabfciile correipondante efl cenfée 
multiple. Par exemple il un point triple tombe fur rabfciilè 
jt = 1 y alors il y a trois racines dont chacune efi = i. 
. La.racine qui répond au point auquel l'abfciiTe touche la courbe 
• peut être double , quadruple ^ fexcuple , & ainfi de fuite , lelon 
la ferie des nombres pairs 2,4,6,8, &c. Celle qui eft détermi- 
née par un point dans lequel rabfciilè touche & coupe la courbe , 
efl ^u moins triple ^ mais elle peut, être quintuple , fcptuple y 
Sec. félon la fuite des nombres impairs 3 , 5,7, &c. Or quand 
. il y a d^s racines égales dans une équation , on peut les 
trouver par les méthodes que nous avons données dans notre 
Algèbre ou par celle que nous doimerons dans la fixité. 

Si la courbe sl'approche de la ligne des x de manière que 

les points de la courbe paroiiTènt le confondre pendant un 

"^ certain intervalle avec l'axe des abfciflès, il faut faire beau-* 

' coup d'attention pour ne pas confondre les ordonnées négac 

cives avec les poiîtives. 

Si réquation— '^^odonnoitpourArso^ • ^ f :=z 09 



X = C • • £'= — C 



i 



réquadoh 7 s= o aurolt amant de 
racmes réelles & 'nne de plus qu'il y 
auroit de lettres , 4 , b ^ c , &Ct 
parce qu'entre 00 & — A il y a une racine réelle, êc 

iine attire entre jcss— - ooftxsssc* En géixécal 

Tome III S 
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C nous Cippofons que les racines réelles de l'équarion — ^- 

rro font reprcfcntées par x =s dyb, c, d, «> /, ^, &c. 

on fiippofeque les quanckésa, by c , &c. aillent en décrojl^ 
ûnt y & qu'alors on aie 

^r=A, B, C,E,F, G,&c. 

*^ .f. »^ 4. »M -4- &c. c'eft-à^dîttt 

fi en fiippofaift jf = a , i» devient = *— A , fi en Êdfanc 
xssby { devient + C , &c. Téquation |^ = o aura autant de 
racines réelles qu'il y a de lettres ayè,c, *c. & une de 
plus. Si une des lettres majufcules n'a pas le fiçne écrit au- 
deffous d'elle ;^ elle indiquera deux racines imaginaires ; ainfi 
£ A avoit le figne -H , entre 00 & i il y auroit deux racines 
imaginaires. Si C avoit le figne-i- il n'y auroit aucune racine 
réelle entre b 8cc* 

Outre les racines imaginaires aînfî indiquées, i'équatîoa. 
f ss o aura encore autant de radnes imaginaires que i éqoa^ 

tion -7- = o. 

Si A avoit le figne •+• & B le figne -— , il n'y aaroic que 
deux racines imaginaires indiquées par ces figues. En général 
les figues contigus pris deux à deux (ans qu'aucun figne {bit 
répète deux fois , indiquent deux racines imaginaires s'ils 
font difFérens de ce Qu'ils doivent être pour indiquer des 
racines réelles. Ainfi u les quatre premiers fignes étoieoc 
H- — 4- .... y ils indiqueroient 4 & non 8 racines îmagi- 
.liaires«i c^r ù l'équation j' a un nombre n de racines , Téqua- 

tion — = o aura /i — i racines \ donc il peut y avoir 

li— î lettres a , & , c , &c ; donc (\ chacun àcs fignes -f- — 4- f 
défignoit deux racines imaginaires , réquauon i pourroic 
avoir i n — 2 racines imaginaires ; ce qui eft feux : car fi 
fi = 7, i n— 1 fera = 1 1 5 or une équation du fêptiéme degré 
ne peut avoir ti racines imaginaires. Si jc=J, par exemple, 
rendoit i' sk:B = o, alors l'équation ^z=,o auroit des racine» 
égales ; car Ci l'équation ^ avoit un tableur (jc— i)»=o, 
en diôérenciant, l'on auroit /z. (;c— .J)""*dx; donc le 

Tableur (jv-— i )""* fe trouveroit dans l'équation -r— =0; 
jjpLÏ auroit autant de racioes ég4es qu'il y a d'unité 4ans nm^H 



fc mm 
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Si /z = 2 y cc^ équation auroît une racine indiquée par la ' 
valeur âe x = bj qui rend |' = B = o. Si /i = 3 ; alois 

réquaûda — auroit deux racines égales ^ & Téquadon f =0 

en auroit 3. En général fi Téquation — = o a un &c^ 

ceur (x — L )''=o, qui indique un nombre « de racines =L^ 
r équation 1^=0 aura un nombre n-H i de racines = L^ 
pourvu que x zszlé rende 1^ = 0» 

1^3 . Théorème. Si les quamïtisa ^h^c^ e/bni/uppoa 

Jees les racines toutes inégales dune équation compofée dci 

facteurs félon la forme ( ;c — • /2 )*". ( x — ^)", (:«;—• c )\ 

(^x — ^)*=:o=:{; ^onfuppofequem ^ n ^r ^ tfontde% 

nombres entiers pofitifsy je dis qiten divifant cette équa^ 

tionpar{x—ay\ (jX'^hf'\{x—cy'^\{x—ey^\ 

le divifeur & le quotient ( x^-^ a), (x^^t). (x — c)m 

( X- — e ) feront rationels f quand même a ^ b ^ c, c 

feroient irrationels ou imaginaires , onfuppofe que Véqua» 

tion donnée ne contient aucun radical. Il eft vifible 

que Téquatidn donnée eft le produit du divifeur & 

du quotient dont on vient de parler ; donc fi Tun des 

deux eft rationel , l'autre le fera auflî , autrement 

leur produit ne fauroit être rationel. Si Ton fuppofe 

le preniier membredeTéquation donnée=:5;,ron aura 

H-r. (;v — a)-. (;c— *)»(:v — c)'-'.(Ar— tf/ [*] 



[*] Cette équation eft évidente , en différenciant & faifant 
[ ^ varier feulement le b£vem {x^^aY , cnfuitc le fefteur ( x^-^b ) », 

! % • <c ainii de fuj^^ 

Sa ' 
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^6 Cours de Mathématiques. 



Si Ton fuppofe -— =o,il eft vifible que cette 

a X 

équation & la propofée auront ( x — <f>'""' V 
(x — by\ (x^^cy*. (x — f)'"' pourdiviféur 
commun,;' appellerai (R) ce divifeur, En effet lequa^ 

tion -7Î ss= eft coropofée de ce divifeur 8c 

dx * 

de m.(x — 4). (* — c). (x^-r) 
-^n.(x — 4). (x—'C). (x — c) 
-f-r- {x^a). [x—b). (x — e) 
•4- f. {Af — tf). ( X — 4). (x — c).^ 

Il n'efi pas moins évident que le même divifeur R 
commun aux deux équations eft le divifeur le 
plus compofé (*)• Or en faifant attention à la mé- 
thode que nous avons donnée . dans notre Algèbre 
pour trouver le plus grand divifeur commun, il eft 
évident que fi deux quantités rationelles ont un 
divifeur commun , ce divifeur doit être rationel i 

doncpuifque l'équation {;s=s:0 & Téquation — = o 

font toutes les deux rationelles ; car la différent 
tielle. d'une quantité ratipnelle ne peut être irra- 
tionelle, Le divifeur propofé fera ratiojael. 

Corollaire. Si l'on défigne* par A le produit 
de tous les fadeurs fimples qui divifent l'équation 
un nombre /». de fois , p^r B le produit de tous 



(*) Oh l'appelle ordinairement le plus grand divifeur com- 
snun. JVinfi x"" fera le divifeur commun le plus compofé des^ 
«ju.intiiés a x^ y b xK Mais fî x s=z ~, x^ fera = i; , & a: fera 
Je plu5 £;rand divifeur commun, éc jc* le divifeur le plus com'» 
pofé. Plufîeurs confondent enfembb le divifeur commun le 
plus compofé avec le plus gra^d commun divifeur* 



'^^^^"'"'"''''•'^^mmmmmmimtt^mmmitimÊmtak 
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les fàâeurs fimples qui la divifent un nombre n die 
fois, par C le produit desfa<5èeurs fimples qui la di- 
vifent unnoitiore r de fois & par D le produit des fac- 
teurs fimple^quila divifent un nombre /de fois. Ton 
aura A'"» B". C^ 1> =a; donc cette équation fera 
divifiblepai* A"**'. B«-'. C"'. D'^S & ce dr 
vifeur i(èra rationêl, auffibkn que 1« quotient. Si 
/ = 1 , Fon auta D '^'s±: D°= i , & ledivifeur fera 

Remarque. On peut toujours difporer les 
chofes de maniéré qiie les cxpofaris m, n, r, $ 
aillent en décrôiflait, de forte que Ton àit/w > /2, 

I5'4, THéORÏME^ Si A9B9 C^D ayant Us 
wetnts Jighifications que dans h corollaire précédent ^ 
Von a C équation A"". -S". C. JP/xs O, chaque 
facteur AjB^ C,- Dfera ratioheL On fuppofe ici quê 
les expofans .m^n^ r ^t vont in dimirtuarû , de ma-- 
nicre que t efi le plus petit. Comme A*". B". O*. D* 
eftdivifiblépar tedivîfetir'^atiônel A*^\ B""' x 
C''■'^ D*"*, de même ce divifeur eft divifible 
par le divifeur rationel A'""*- B»-\ C'-"\D'"* 

& celui-ci par k^'^'K B*"'- C'-'. D'"', & 

ainfi de fuite jufqu àce que l'expofant deD foit= i, 
èc alors Tott aura une quantité de cette forme 
A^'. B^ C\ D qui fera divifiblepar A^"'. B^\ C^-', 
& celleci par A^-\ B^''*. C*"* > ^ ( en dimi*- 
xiuaïit toujours le$ expofans ) par Une quantité de 
cette ^forme A*. B\ C, qui eft dîvifîble p^r 
y^i-, gï.-,^ & celle-ci par A' "*. B^"% & ainfi 
de fuite jufqu'à ce qu'on trouve pour divifeur une 
quantité de cette forme A' B, qui efi divifible 
par A**:*, & celle-ci par A'"*, & ainfi de fuite 
jufou a ce qu on arrive au divifeur A. I>onc puif- 
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qu'en divifant ou en multipliant des quantités ra- 
tionelles par des quantités rationelles , les réfultats 
font toujours rationels , A fera rationel, auilî bien 
que A' fi ; donc B fera rationel , aufli bien que 
A'* B^'.C; donc C fera rationel, aufli bien que 
A A B'. C\ D ; donc D fera rationel ; donc &c. 

lyj. Remarque. A, B, C, D défignant les 
mêmes chofes que dans le théorème , fi Ton a 
l'équation A^ B^ C\ D s= { î= o. 
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Les équation^ — tsz o &c i = ô auront pout 

divifeur commun le plus compofé A* B' C , comme 
il fuit de ce qu'on a dit ci-deflus (15*3), & fup- 
pofant A^ B^ C = o =5 ;[ & différenciant , Ton 

trouvera une autre équation ~- =0, qui aura 

dx 

avec la précédente pour divifeur commun le plus 
compofé , l'équation A^ B% & en continuant de 
différencier & de prendre le divifeur commun le 
plus compofé , on trouvera les divifeurs que re- 
préfenté la colonne Q. Si Ton divifc 1 équation 
propofce par le divifeur qui eft au-deflTous, & 
celui-ci par cielui qui le fuît, & ainfî de fuite, & 
qu'on écrive les quotiens vis-à-vis les quantités 
jlivifées^ Ton aura la colonne R. Si Ton divife c^ia-. 
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, cun des quotiens de cette colonne par celui qui 
.lé £uit. Ton aura la colonne S : on a ajouté i aux 
colonnes Q & R. Cela pofé , il eft évident que les 
équations qui font fous S C) contiennent les équajt 
rions qui font contenues une fois feulement, ou 
. deux fois feulement , ou trois fois feulement , &c. 
à,atïs la propofée. Les équations contenues une 
fois feulement font défignêes par D, qui répond au 
n^. I delà colonne P; C, qui répond au n^ II de 
!a colonne P , indique les équations qui font con* 
tenues deux fois feulement dans la propofée ; S 
indique les équations contenues quatre ibis feule- 
ment dans fa propofée; & A, qui répond au n^.V/ 
de la colonne P, indique les équations contenues 
€:inq fois dans la propofée» 

1^6, Problème. Etant donnée une équation 
raiîonelte qui contienne quelques racines une fois feu- 
lement ^ d* autres deux fois feulement^ d^ autres trois 
fois feulement^ &c. trouver d^ autres équations ratio» 
/telles dont la première contienne feulement les racines 
qui fe trouvent une fois dans C équation donnée^ 
Inféconde celles qui y Jont contenues deux fois feu^ 
lement , la troifiéme celles qui y font contenues trois 
fois feulemtnt\^ & ainfi de fuite ^ &ctla que les racines 
foient rationelles , irrationelles ou imaginaires C^*). 
Soit l'équation A^ B» C D' = 0, A, B, C, D 
ayant la même (îgnification que ci-dieflus, qu'on 
feflè A** B'* C" D' ==; Il félon ce qu'on a dit 



(*} D eft regarde comme une équation j car c'eft un feélcut 
Àt réquation propofée ;. donc on a D = o ; il en eft de même 
des autres lettres de la colonne S,. 

. (**) S^il y a des. racines, imagin^îres , elles doivent être en 
oombre pair 5 ngus fuppqfQns que Téquation propofée eft 
yationellet " / .•;... 

S ^ 
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ci-deffiis (1x3)9 enfaifant -ji ssszo=s p^leséqua^ 

ax 

tiens i8cp auront pour divifeur le plus compofé 
A**"* B""* C"' D'*', qu'on trouvera par la 
Siéthode que nous avons enleignée dans l'Algèbre. 
Si l'on fait maintenant A""' B«"' C^-' D*""' 



fon aura, en diiKrcnciant — sssp^ondrsspdx 

ax 
(car A, B, C, D font des fondions de x) & le 
divifeur le plus compofé des quantités que nous 
venons d'appelleri, 8cp feraA'""*B--*C^-*D'"% 
& en continuant de méme^ parce qu'on fuppofe 
Que les expofans m, n^ r^ t vont en diminuant^ 
on parviendra à D-' =* D^ =: 1 , à C%àB% de 
manière qu'à la fin on aura A^ =s A, ainfî que ci* 
defliis (iSS)* Pour faire l'application de ce quon 
vient de dure , nous réfoudrons le problême fuivant» 
Exemple. Eeam donnés t équation :«:• — 2 ^'^ -— 
i6v^ — ^ 6^'-+-47Jc^-+-48a?J — 28:c» — ;6jc 
•«- 20 sa 0, on demande d^ ifoaùons plusfimpUs 
dont Vunt contienne ftuUnunt ulUs qui font con^ 
untus une ftuU fois dans la propofU ^ la ftcondc 
Cilles fui font contenues deux fois fcuhmtm ^ & ain^ 
ik- fuite y en fuppofant que la propofie contient e^ 
tivtmint des équations multipUs\ Suppoiânt Téqua-. 
tion donnée a= { , l'on dificrencîera & Ign aura , 
en luppofant le multiplicateur de ^j^ ==/i l'on 

aura, dis-j«, ji ^=11 p^atiZoi^ .^ i^x^—-^6x^ 

-—50 AT^-f- i88jc'-+. I44X* — ytfx— -ytfrso. 
Si l'on cherche le divifeur commun le plus compcfé 
( *) des équatiops { & /?, on trouvera jr*-f-2 x^ — 
x^ — ^x — 2=0. Suppofant maintenant ce di- 



■•■iMa 



,. (./ ^'** ^e trouve co s'y prenant comme pour le plus grand* 
dtviicur commun* 



m 
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^ 



viieur sss ^j^ , prenant les différentielles & faifant 
^ xsssL p^ Ion a p :s=z /^x^ -4* oj:* — 2*^ 

41 X 

•— ^ r=: o. Ces dernières équations l icp ont 

Î>our divifeur commun le plus compofé a: -t« i ; 
allant x -f^ i =79 Ion aura dis=:dx3ssi i.dx^ 

te — i-:= I î=iï/^, qui n'a aucun divifeur commun 

dx 

avec JT + I , excepté Tunité. Si Ton écrit ces 
équations par ordre au milieùdela colonne Q {!$$)% 
}:*on aura cette fuite d'équations 

lf:!c*-f«ixî — ac*— 4X— i • ••••••• ==0 

IIIj^-Hi =0 

IV. I • 

Si on divife chaque équation par celle qui la fuit 
& la troifiéme par i , Ion aura » en ajoutait t 
pour répondre au n^ IV , Ton aura , dis - je , des 
équations qui répondent à la colonne R C i/y > 

Ix^ — 4:c* — 7 5e*-f-8x-H 10 . • • • • • =6. 

IV. I .............. • 

Continuant a divîfer ces quantités par celles qui 
les fuivent , Ton aura des quantités qui répondent 
à ta colonne S ( i jr J ) 

P La première de ces équations 

Ix — 9 =so donne ;c = y, & renferme une 
n jf* — 1 5= o racine qui eft contenue une feule 
IIIxH-x=o fois dans lapropofée, comme il 
eft indiqtié par le n^. correfpondànt de la colonne ?• 
Uéquation a:*— a == o donne x^ = 2 , ;c a» ^ ^2 ^ 
c'cft-àfdire, contient deux racines •+• V^2 & — >/^2, 
dont chacune eft contenue deux fois dans la pro« 
pofée^ comme Tindique le n% correfpondànt de 
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la colonne P» La troifiéme ;c -+- i = o renferm» 

une racine =-^ I, qui eft contenue trois fois dans 
la propofée, ainfi que l'indique le n^ correfpon— 
dant oe la colonne P , & ce font là toutes les ra^ 
cines de Téquation ptopofée. 

Remarque. Nous avons vu ci-deflus (S^)^ 

30e y étant fuppofé une fonftion de x , lorfque jc 
evient x^^mdxsssiX'-^f, la fonftion y de— 

vient ss _y -^ >■■ «4^ -: + ' 

^ dx t,i»dx* i.i.^.dx* 

^&c.& qu^à or— /répond j^— ^"^^ ' ^^ '^^^ 



dx i.i.dx^ 

' &c.Sîonfuppofeque/foit=:ar; 



ï. !• 3. d x^ 

tfc manière que x devienne :v -— jc , alors la dernière 

formule devient = y — — -:^ + —- &c* 

Parla mêmeraifon en faifantiy confiant, ;i;fon<5èîon 

lie y deviendra*— *^^^-r — -t-*^^ — r-r &c, lorfque y 

ievîendray -— ^. 

lyy. Problême. Trouver les racines approchcei 
^^UTu équation. Soit l'équation x^ ^ax""^^ -f* 
*jc"^*...'4-g^=:05 fi Ton fubftitue dans cette 
équation au lieu de xune quantité plus grande ou 
plus petite qu'une des racines , le réfultat ne fera pas 
s=o; de forte qu'on aura x"" -i-<ï^""'-h^-x^" '*••••+• 
g s=sy. Si on fubftitue au lieu de x une des racines ap- 
prochées que j'appelle/j, nous aurons", en confidérant 
la quantité x comme une fondion de^, ce qui eft très- 
permis , puifque^ eft unefondion de x^ nous aurons , 

j. . j ^dx yd^x 
OIS- je, dans ce cas, /? = a:— ^ H 

^^ d^ X 

"^ - ^ ^ ■ 4-&C. Car.silorsy devient àpeuprèf 
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«=y — y S5K ô; & ftp étoit une racine exafte de 
l'équation ^y feroit =0, & alors la fondion xdQ y 

deviendroit exadementx— --; 4- r-r— —4 

^ &ç. on fuppofe ici dy^ 






confiant. 

^ . ^Ap dq dr - , 

Soit — — SES J , -rj-^ SS5 r , -7T— =5= ^ &C 
dj^dj^ ' dy 

on aura v =^ x —y ^ •+• -^i^ — — + &cJ 

Pour faire mieux comprendre lufage de cette 

méthode. Soit l'équation jc' — ioa;^ — i^ox 

•4^ 8 j o = jy , dont une des racines approchées 

eft = y. Mais enlfubftituant cette valeur de a: , 

Ton trouvej^=7 y, & en différenciant Ton a ^>' = 

^x^dx — 2.0xdx — i.3 0^;tr, & par confé- 
dx I ^ ^rfx* 

quent — ^ = — :; = î > , 

^^ ja:*— xoAp — 130 flX 

ao^x — 6x(ij? dq âdx 



( 3 :v* — a o a: — 1 3 o )* <(x <r* 

=:r ; & par conféquent dr 



ao— ^ rc 



( 3 jc* — 1 o X— I 3 o-)î 
* Kî. fao — éxVdx 6dx 

( 3^;*— aoA?— *i 3 o)*' (3;^* — a x — i 34)» * 

ir d^ X 3«(*^ — ^^)* 

àj^ dj^^ (3^* — aoAT— 130)^ 

- s= /. Subftituant y au 



^ {^xx — IX — 130)^ "" 

lieu de J^ dans les valeurs de ^, r, ^, &c, on aura 

t ,10 
î = — p r == , / = &c. & 

*p=ix —y^^JLl^ 5-5 j.^s^lja à peu dç 

chofe près. 
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/7# quelques ufages du Calcul diffkmiitl dans- 

lis ftrUs^ 

1^8. Problème. iUvêr une fine à nntpuiffance in^ 

Soitla ferle M===(a-+^*-hcAf*-+-<<'*'4-«**4-&cO 
(*)(ni'onveutéleveràlapuiiIancex^5 je&is M'" égale 

• lalerie N=: CA-hBx-+-C **-+-D x ^ -+-E :i^-+-&c. ). 

& j ai M"" as N. Cette équation a lieu , queOe que 

foit la valeur de x \ donc en fuppofànt x = o, 

fonauraa'^ssA.En différenciant, il vient/n.M'^' x 

JMasmdx. (t'+' 2CX-+- 3 ^'x*'+-4«*^-f« 

&c. ) M"^,' se ^ *• C B-H2 C *H-^ D x* -*-4 E x^-H 
&c.). Divifant le premier memore de la dernière 
équation par Ml^dx^ & le fécond par N d *-= MVx, 

irous trouverez * ■ , w^. 

■ss ^ ^ Oi ioa 

multiplie te premier membre de cette équation 
l^ar le divifeur du fécond & réciproquement , il 
vient 

•f» »c A* ^ X cB;t*-4-icCx* rh» cDx^&c. 
H-3i/' A*»-+- 3^'Bjt»-f'3d'Cx4&c 

4- 4 e A x^ 4-4 eBx\ toc. 

ifB-+-^Bjr-4-cBx*-f-rf'Bx'-heB;r4«a 

-I- 1 tfÇx-l- i^C jt*H- 1 cC jcî -f. 1^' C*^ &c 

•+- j 4 Dx* -4- 5 ^ D AT» H- 3 c D :c* &c. 

•4-4tfExJH-4*Ex^&c 




{*) On met ^' pour ne pas conhtâxc un coefficient Avec U 
Marque lie la diiFérentkllew 



/ 
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Lia loi de cette équation eft fi évidente , tatit 
Jpour les colonnes hprifontales , que pour les ve% 
ticales^ qu'il eft inutile de Texpliquer. 

Nous venons de voir que A = a!^. Pour déter-i 
miner les autres coeâîciens , on fera attention que 
i*équation qu'on vient de trouver ne peut avoir 
lieu pour toutes les valeurs de x^ à nioinç que lo 
4tQukiplicateur d'aune puiflance de x dans un des 
membres ne foit égial au o^ul tiplicateur de la même 

Îniiflànce prife dans Tautre membre. De plus en 
iippofant X ssso. Ion atA» m =i aB; donc B 

- ( à càufe de A == a" > 



a a 

mba'^^\ En confidérant tous les termes ^oî 
multiplient une même puiflànce de ^ dans chaque 
jEneinpre de Téqua^on comme om feul terme y 8c 
Comparant ' chaque terme d'un membre ' avec le 
terme correfpondant de l'autre membre, Ton^^ur^ 
autant d*équations qu'il y a de lettres B , C , D , &c* 
éc ces équations ferviroient à déterminer les coeP 
ficiens B, C, D, &c. L'équation mhA =s'tfB 

donne B «=s ■- , lequation/w^BHhacA^ssa 

f B + 2^c; donne C = — ^. -. ; 0a 

z a 

trouvera façilejnent les valeurs de D , E, &c. 

I jTp, Si l'on avôit la ferie xa-i^kx^ r^-^ cx^-^ 
ècc. on diviferoit tous les termes par x , Se Ton 
auroît a-^bx -4- cx^ &c. qu'on pourroit éleveç 
à la puiflance m , comme on vient de l'expliquer : 
mais on multiplierôit le réfultat A-h Bat-hCat^ 
&c. par x^. Si Ton avoit le poUoomc a^cx^ -h 
if AT* ■+- jt^, on éleveroit la ferie a -\^ bx+ cx^. 
^Q. à la puiflance m , & l'oii feroit dans le réfultat 
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*=»o,</'=so, y==i, A=:0&c..fironvouloîc 

élever la ferie af -t- *î 4- ^î^ + ^' î* &c. 
à la puiflance m on feroit f s=s x, on fubftîtue- 

roit xau lieu de j^, & divifant tous les termes 
par Xp Ton auroit a+ bx '^ex^ &cc. qu on éle^ 
veroit à la puiffance /« , en fe fouvenant de mut 

tipUer le réfultat par x* =iî». en faifant fucceC- 
fivement w==t , 7, t » ^^'^^ aura la racine quarrée, 
là racine cubique , &c. de la ferie M. 

160. Tandis que nous femmes fur cette matière^ 
il ne fera pas inutile de faire remarquer la loi 
•que fuivent les termes du produit d'une ferie 
Jl_.(A-+-B:rH-CA:"-hDjt:5 -+• E a:* &cO pat 
la ferie N = ( Arir bx'^cx^ ^d{ x^ -ycx^ dcc. ). 
En feifant la multiplication à Fordinaire , il vient 
la ferie ' fl A-+-cB*:-f- aC :>c*-^flDx»-*- aEaf* &c* 

H- c A **-4- c B X* -4- c D 5c* &C, 

&c. 

On doit examiner avec attention la loi des 
coeâiciens de chaque terme en confidérant toutes 
les quantités où fe trouve une même . puiflance 
de X comme un feul terme. 

Le premier terme de la ferie P éft le produit 
des deux premiers termes des feries M & N. Mais 
on trouve le coeflicient du fécond terme, en 
multipliant le premier terme de la ferie N par le 
coeificient du fécond terme de la ferie M, & la 
coefficient du fécond terme de la ferie N par le 
Jwemier terme de la ferie M , & ajoutant les pro- 
duits. Le troifiéme terme de la ferie P fc trouva 
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^ j I ■■ I Il 

en multipliant le premier coefficient de N par le 
itK)ifiénie de M , le fécond par le fécond , & le 
troifiéme par le premier; & en général pour avoir 
le coefficient d'un terme quelconque de la ferie P^ 
par exemple le fixiéme, on pr^dra fix termes 
dans chacune des feries M & N , fi c'étoit le fep» 
tiéme, oh en prendrait fept, & ainfi de fuite; on 
multipliera le premier de la première par le der- 
nier de l'autre, le fécond de M par le pénultième 
de N, le troifiéme de M par lantépénultiéme deN, 
£c ainfi de fuite« 

i6i. Comme Ton peut fouvent avoir befoin de 
réduire une fraftion en ferie , nous allons parler de 
cette opération. 



Soit la fraftion ■ , je fais 



a 



AHhB A?-j-C at"^ +D AT^ + &c. Multipliant tout 
par i+/w :v,il vient rf=3A-+-i B ;v -H 3 C jv^^-f- A D :v* &c 

Faifaiit la comparàîfon des termes en égalant b A 
à tf. Ton aura A = -r- v & égalant les autres 
termes à o. Ton aura ^F-h /tzAssso, B=s: 
— 1 , C = —, D =^.^_, &c. 

En confidérant ces coefficiens avec attention / bii 
verra qu'ils forment une ferie récurrente du prç* 
mier ordre , dans laquelle chaque terme eft déter- 
miné par le précédent multiplié pat ^ — ^ — , & 

a a mhx mBjr* 
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0CC. On doit faire ufage de cette (êrie , (t x ^ ^ • 
Mais C X ^ — 9 on formera la ferie de cette 



flianiert , a= — •+• — - -+. -- -j- &c 

qui étant traitée par ta même méthode ^ donnera 
^j =ss — ■' ■ — — r &c. dans 

jnjr-^i Aix "1^ "2^ 

laquelle les lettres A, B, C &c. défignent le coefficient 
du terme antécédent* Par exemple B defîgne dans 

cette (êrie le coefficient — j mais dans la pre- 

mîere ferie trouvée , B défîgne — — -^ — • 

Si l'on avoît la firaftion — ; r- > I on 

&c. d^oùTon tirefl+mx=:5A-f-£B*+5Cx»4-iDx'&c. 

' H-f Ax-HcBx»-HcCx'&c. 

En faifant le premier terme =tf , Ton trouve A« 
., en faifant le fécond = /w^c. Ton trouve B « 



7 

]R— -c A 



, , Faifant chacun des autres termes =0, 

b 

^cB—nK -, — cC— nB 

ronaCr= ;; , D=: 



b ' h 

bec Ces coefficiens forment une ferie récurrente 
du fécond ordre dans laquelle chaque terme eft 
donné par deux termes antcccdens , en multipliant 

le 



\ 
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le plus proche de celui que Ton cherche f)at -—• 

■r 

MA 

& lé plus éloigné par — ^ — ; Les pi^emieifes lèt- 

• 

ttes A, fi 9 C, &c. dans ces termes défîgnént h 
<^oeiïiciént du terme antécédent , les fécondes A, B » 
C f &c. défîgnént le coefficient de celui qui précède 
Tantécédent ; ainfî dans la valeur de D , C défigne le 
coefficient du terme antécédent^ &B celui du terme 
qui précède l'antécédent. Si Ion youioit former 
une ferie dans laquelle x fe trouvât au divifeur^ 
,> ^ . mx^a À . B» ^ C 

1 on teroit — =i — ^-^ -b * — •+* — f* 

nx '^cx-hb X x* x^ 

9^ écc^ qui étant traitée de même , donnera des 
coefficiens qui formeront une ferie récurrente du 
fécond ordre» De même fî le dénominateur de la 
fraâion eu du tfoifiéme degré , la iferie fera récur- 
rente du troifiéme ordre , & ainfî de fuite» 

Kou^ avoils enfelgn^ daiis la première Parde <Ie cet Oih 
fxage, â trouver le terme général &. le terme fommatbke des 
feries récurrentes ^ sdnfi il feroic inutile d'en parler ici* 

i52» On doit remarquer que pour qu'une frac- 
tion produife une ferie récurrente , il efl nécefïaire 
que Texpofant de x dans le dénominateui: foit 
plus grand que celui de x dans lu numérateur» Pa£ 

exemple en fuppofant **-ï- • — ±=5 A 4*. B J^ + 

Cx^+Dx^ &c. on trouvera l'équation a» 4- Jt'ssai 

^A-JraBx-^a^X^^halbx* &c. 
— Ax — B:v* — Cjc* StCé 

En faifaht la comparaifon^ l'on trouve a^^=^àAi 
Tome Jilé T 
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ou A== «*, B= —, C = —• Jufques-là la 

loi eft confervée ; mais le terme fuivant donne ^' 
*=tfDArî~CA:V; où i = tfD — C, ouD== 

• • Après ce terme , la ferle ne fera plus inter^ 

rompue. 

Pour éviter cet inconvénient, on divîfcra le 

numérateur par le dénominateur jufqu a ce qu*on 

trouve une îraâion dans laquelle Texpofant de x 

'dans le dénominateur foit pluj| grand que dans le 

numérateur. Dans l'exemple propofé, en divifant 

jc' -f-fl' par — :if -H tf , Ton aura x* — a x — ^ 

; ainfî la fraâion propofée fera égale à 



a — JC 



JT* — ax -^ aa plus la (êrie récurrente que 
donnera la* fraâion 



X.i ^ 






1 i 

16^. Si Ton avoit la fraâion 



1 i. * 



on pourroît réduire les expofans \y ^ & î de x 
au même dénominateur, en cherchant la progreC- 
fion arithmétique dans laquelle ils font renfermés, 
& Ton auroit, en faifant attention que^ =zax^ , 
l'onaurois ,dis je, o = ^, 1 = 1, ^ -= i & i = f; 
ces expofans font renfermés dans la progreffion 
arithmétique 0,J, ^, |, i, i, |, &c. dont ks 

termes doivent être les expofans de x dans la ferie 

cherchée , qui fera ==s A •+- Bx'^ -i^Cx^+Dx^ 

&c. & faifant les opérations néceflaires , Ton aura 
une ferie récurrente du fixiéme ordre produite 



y 



Calcul différentiel. ipr 



(fl -f- JC7 



par la fradion -r-j — — '- — r-, que l'on fera 

a* — tf^ ^^ -^ x^ 



fl -f- X 



«7 +0. Af7 -f- o.*tf — ^a^ ;v<f -H>. xf -|-o. ;ct -f-x^» 

Remarque. La fraâion ^ ( en divifant lo 



I X 



premier tyme par i & multipliant par i — xi 
Otant du numérateur le produit du divifeur par 
le quotient , divifant le refte par i — a: , & âinfi 
de fuite ) devient i -+- Jt + a:* + jc' + :jf^ -h :«;< 



r 

&c. Si Ton fait r = a ,,ron aura s=c — , 

I — i — I 

»= — I, &l4-:r4-Ar*&c. =I-h 2-+-^ 

•i-8^-H 16 &c. Comment accoMJer cela? Après 

X 

la première dîviCon, Ton ai + . Après la 

feconde divifion. Ton trouve — a=:i-+.;t-f^; 



/ 
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I -— Of 



; donc fi Fon s'arrête au fécond terme , Ton aura 



s== I +x: mais on négligera 



1 — X I — X — 1 

s=5 — 4; or i4-;r = .3&3 — 4=: — I ; donc 
on fera éloigné de la valeur véritable de la fîrac- 



x^ 



tion cherchée de la quantité > & en cou* 

I— Af 

tinuant à Tinfini, la ferie i^x-^r xx-\-* *'.•.. 
ap* fera éloignée de la, véritable valeur cher- 

chée de la quantité — — ^? i de forte que 
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eft la fomme de la fene i -4- jc 4- jc* . . . . 

I — X 



* • en ajoutant , & non autre; 

ment. AinG quand il s*agit d'une ferîe divergente 
I 4- ji -f» X* 4- ;r* &c. produite par révolution 
d'une fradion,^n peut dire que cette fraôion eft 
la fomme de la ferie ; mais alors on doit entendre 
par fomme une expreflion finie dont révolution 
a produit la ferie. Mais fi x <C i » fi pÉ* exemple 
^ SCS 7, Ton aura l •+• :r -H ;v* &c. = i -+- i 
H-i-hî +17&C. = ;^ = 2s c'eftTà-dire, 

que dans ce cas la ferie i -H ;c H- jc* &c. appro- 
. che d'autant plus de la valeur cherchée que Ton 
prend plus de termes, &àrinfini la ferie eft =2. 
Nous ferons encore obferver qu il y a uq^ in- 
finité de feries qui font d'abord divergentes , Se 
qui deviennent enfuite convergentes; de forte qu'en 
prenant un certain nombre de termes, on peut 
avoir la valeur de la ferie auflî approchée qu on 
veut. Cela aura lieu lorfque le fadeur numérique 
du dénominateur augmente plus après un certain 
nombre de termes que le numérateur de chaque 

terme. Soit la ferie A = ir -+• 4- —i 

■ 7* 7-4 

'•+• &c. Si xsscib, les termes iront d abord 

7-4.5 

en augmentant , parce que le multiplicateur x du 
numérateur augmente plus le numérateur que le 
dénominateur n'eft augmenté par les fadeurs 4 , y ,' 
&c. Mais au 1 1* terme , le fadeur x étant = 10 & le 
fadeur qui augmente le dénominateur étant =11, 
ce terme ferapluspetitquele JO* &Ie 12^ encore plus 
petit que le 1 1* , & ainfi de fuite i donc on pourra. 
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en prenant un certain nombre de termes^ avoir 
la valeur approchée de la ferie A lorfque :r = lO ; 8c 
il eft vifible que ce fera la même chofe pour uno 
autre valeur finie de x. 

1^4. PnoBifÈME. Etant donnée la fommejr de la ferie 
AH'Px'^Qx^'^Rx^ -h Gt^ dont on mukiplie lei 
termes par les conflantes a, ft, c, (fc* on demande la fomme 
M de lafirie ré/ultànte aA^hPx ^^ cQx^ trc. Quoi»» 
qu'on ne connolflè aucune méthode pour résoudre ce pro« 
blé me- dans toute fa généralité, nous pouvons cependant ea 
trouver la folution dans cenains cas. Si , par exemple , les co-« 
efficiens a^b ^c y e , /, &c. forment la lèrie des nombres 
figures , on prendra les premières , fécondes , dcc* différences 
jufqu'aux dernières qui s'évanouifTent. Les premières diffé- 
rences feront 5 — a, c — 5,e — c,/— '« ,&c. les fécondes 
Ibnt c — i b -4-fl ye — » c-|- i6 , / — i e H- c, &ç.les trcifiémes 
font e — 3 c-f- 3 ^ — a,/ — 3 «-f-3C-^3, &c.& aînfi de 
(ùite, Sx on fait 3 — « c= B , c — % i-f-fl=C , « -f— 3 c 
-f- 3 ^ — a = D,/-— 4e -H4 c — 4i-Ha=E,&c, je 

dis que la fonime M fera = fl y H 7-^ 4- »- ^ ; * 

H -7—, 1 , ^ +&c,cfjr étant conitant; 

En effet on aura les équations fùivantes: 

^cr: A -4- P AT -4- Q X» -4- R X» +Tx4-+- &C. 

i(;K=Prf:v-4- 2Q:rrf;r-4-3R«»ix^4Tjç*</;r-4-&ci 

W<;k= 1 Qrf;c*-f-6 Rx(?**-*- I iTjtfV*»-f-&c. 

iij^ss ^ RJx'-f-i 4T;crfjtf« ^&c. 

iî^^=i4Ti**-f-&c* 

iPpil Ton tire '^' • 

~^ sr=BP«V xBQ:v' + 3BR^»-f- 48X^*4 «ce, 
^TTji^ = CQV4-3CRx»h-6CTjv*&C 

--.=s DR«i4-4DTx4&c. 
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SIM = Aa ^ ?bx -4- Qcx* H-Rf3f»-+- Tfx^ 
ftc. comme on le fuppofe, on doit avoir, en comparant les 
termes aP -♦- BP = P/>, ou Bi=ô — fl. Mais a -f- 2. B 
•4. Cr= c, ou C = c -«-fl — z b. On trouvera de même D =^ 
e — ; f -+- 3 ^ — fl , &c. qui font les valeurs qu'on a 
d'abord fuppofôcs aux lettres B , C , D , donc on a eu raifon 

de Cippofcr M = tf/H j^j — H ^i H &<=• 

Si les quantités a , 5 , c , e , f font en progreflîon arîtKmé- 
dque, les fécondes différences étant nulles, Ton aura C = o, 

D =9 o 5cc. & M x= fl y -♦- ■ * \ SI les fécondes dif- 

(ifrences font confiantes , Ton aura D = o,'& M = <t^ •+• 

3xdy Cx^ddy 

dx 1 <ix^ 

Soit la feric 1 -h x ^ x' ^ x^ ^x^+x^ -f-&c. sa 

.— j de fonc que Ton aA = P = R=i. Qu'on multiplie 

les. termes de cette ferie parles termes de la progreffion aritli- 
Ihétique -*— î- 5- 7« P* u» &c. on demande la fomme de 
la ferie j -+- 5 x -♦- 7 x* -4- p x' -4- i i «* &c. Dans 
ce cas a= 3,5=aej,cs= 7, 5 — û^=B==x*, mais 

C s= D = o. La fomme de la ferie propofée fera , en fuppofant 

>* j j dx dy t 

I , -^ — r = y : donc a^s -*. — :- , -^--- = 7-" — -j 






■^ dx I.— * £1—*]* 

■ 

J^cchcrcfus mi$aphyjîqu^s fur la natiut du calcul 

différentiel * 

1 6^. Les anciens Géomètres falfoîent ufage des raî- 
fons des quantités dont la différence devenoit plus 
petite qu aucune quantité donnée. Pour donner une 
id^edu chemin qu ils pouvoientfuivre dans la déter- 
mination des fous-tangentesdes courbes jfoitpropofé 
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-■ ■ ' il 

de mener une tangente MT (fig, 137 ) au point 
Al d'une courbe donnée, que nous fuppoferons 
une parabole. Si Ton tire la tangente TMG 
& lalecante MIS, il eft vifible que langleCMS 
deviendra d'autant plus petit, que lare MI fera 
plus petit, & qu'en fuppofant cet arc plus petit 
qu'aucune quantité donnée, l'angle fera plus petit 
qu'aucune quantité donnée. En effet en concevant 
cet" arc comme un arc circulaire , il eft évident 
que l'angle CMI formé par la tangente & une 
corde a pour mefure la moitié de cet arc; donc 
cet angle eft inaflîgnable lorfque l'arc eft inaflî- 
gnable ou plus petit qu'aucune quantité donnée ; 
donc les lignes C I •& L S deviendront plus pe» 
tites qu'aucune quantité donnée. Cela pofé, en 
fuppofant M H parallèle à l'axe AP, il eu évident 
que les triangles PTM, LMH font femblables, 
& que la raifon M P : P T eft égale à la raifon L H : 
M H. Or cette dernière raifon devient à la fin 
égale à celle de S H : MH & à celle de I N : MN ; 
donc la raifon delà différentielle IN de l'ordonnée 
à la différentielle M N de l'abfcifle , devient à la 
fin égale à la raifon de l'ordormée à la fous-tangente ; 
& c'eft là la limite qu'elle ne peut paffer , & de 
laquelle elle approche d'autant plus que I N eft 
plus petite. Donc en déterminant à quelle raifon 
devient à la fin égajie à la raifon de la différence 
de l'ordonnée , à la différence de l'abfcifTe, on dé- 
terminera la fous-tangente , & par conféquent la 
tangente. 

Soit 2a X = ^* l'équation de la parabole ^ 2 a 
étant le paramètre, fi l'on augmente l'abfcifle AP 
c= a: de la quantité P/? =e= M N 3= i a; & l'ordon- 
née M P=y de la quantité I N=dy, en fubftituant 
* •+• ^AT au lieu de^; &^-+-^y à la place àty. 
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fon auraa4r+ 2adx ss y^^ 2 y Jy-^ dy*. 
Ketranchant de cette équation celle de la courbe , 
il vient 2adxvsi2y dy + dy^^ d'où Ion tire dyz 
dx i\ 9tf : 2 y ■+■ dy. Mais lorfque dy devient 
plus petit qu'aucune quantité donnée /la raifon 
a tf :2y 4^ Jy devient à la fin égale à la raifon o.az 
^y\ donc à la fin l'on ?L.dyi dx x\ 2ai 2y. Mais 
à la fin la raifon de ^j^ : dx tH égale à la raifon 
de l'ordonnée à la fous - tangçnte P T \ donc 2 a : 



^yj^ 



4 ax 



% a 



% a 



==; a r , comme 



on Ta trouva dans les feâions coniques. 

166, ^ous avons trouvé ci-deiTus la tangente 
de la parabole en falfant la différentielle de y^ =3 
^y^y > & en négligeant dy^^ ce qu'on peut faire 
toutes les fois que j' eft fini ; car ajors dy'- n'entre 
point dans la proportionde la limite (pourvu guela 
quantité affeaéede ^j'nefoitpas = ovcar dans ce 
cas dy^ ferviroit à trouver la propoçtioçi de la 
limite ). On peut voir par là qu'il n'y a po\nt d'erreur 
i craindre en fu^vant notre méthode. Mais pour 
développer notre idée de manière à ne laiflfer aucun 
doute, il faut faire voir !**• qu'il y a des raifons qui 
approchent tellement dç l'égaUtÇji que la diffé- 
rence devient à la fin , c'eftrà-dire , dans la limite 3, 
plus petite qu'aucune quaptité donnée. Cela eft 
évident pour les quantités dont Vune peut être 
augmentée & l'autre diminuée coimne foq voudra, 
comme il arrive aux abfciiles AP, hpy car en 
diminuant A/^, on peut faire tomber le point p 
fur P , & alors AP eft=A/', Il y a des quantités 
qui approchent de l'égalité , en fiiivant une cer- 
taine loi , qui font dans le même cas, par exemple la 
valeur de la feric^, \, \, ^, ^, ^, &c. approcha 



Mli« 



Calcul BiFFéRENTiEL* 25)7 

* 

d'autant plus de l'unité, qu'q^rend un plus grand* 
nombre de termes, Ainfi çn prenant les deux pre- 
miers termes, il s'en faudra de ^; en prenant les 
trois premiers, il s'en faudra de^, & la fomme 
entière de la ferie fuppofée continuée à l'infini , 
fera == i , comme on l'a démontré dans la> pre- 
mière Partie de cet Ouvrage, & comme cela eft 
évident. Car fi l'on partage une ligne d'un pied 
en deux parties égales , qu'on prenne d'abord une 
de fes moitié^, enfuite la moitié dô- l'autre moitié, 
enfuite la moitié du refte, & ainfi de fuite, la 
fpmme de toute? ces parties donnera iin pied. 

Il faut démontrer en fécond lieu que les raifbns * 
ou les quantités qui vont toujours en s'approchant 
de Tégalitç dç manière que leur différence devienne 
plus petite qu'aucune quantité donnée, deviennent* 
a la nn égales. Suppofons qu'à la fin leur différence 
foit D quantité donnée^ & déterminée ; donc elles ^ 
ne peuviânç approcher de l'égalité plus près que dé ■ 
la quantité dpqnée D ^^ ce qui eft contre la fup^» 
pofition, 

167. Ou peut remarquer qu'on ne doit pas 
regarder comme égales les quantités ou les raifons 
qui ont une différence , quelle qu'elle foit ; mais 
Seulement on doit conclure que deux quantités 
dont la différence devient plus petite qu'aucune 
quantité donnée , font à la fin çgales , parce qu^à 
I4 fin cette différence devient nulle ou = o : ainfi 
cettç égalité s'o(>tient dans la dernière limite, do 
laquelle les quantités ou les raifons s'approchent 
au-delà de toute mefurç affignable , quoique peut* 
être dans certains caç elles ne parviennent jamais 
à cette dernière limite'; donc dans les démonftra- 
tions fondées fur la méthode du calcul di£FérentieI ^ 
^n ne neg;Iige aucune quantité grande ou petite» 
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mais on dit feulemei^ que deux quantités ou deux 
raifons font égales , lorfque leur différence eft 
nulle. 

. i6S. Je fais que fouvent les quantités s'évanouîf 
fent dans la limite; cependant il n'eft pas inutile 
de confidérer la proportion de la limite, parce 
que d'autres quantités qui ne s'évanouiflent pas^ 
& qui auparavant avoient la même proportion, ac- 
quièrent dans la limite la proportion de la limite ; 
car ( fig. 137) les raifons IN : MN, CN : MN 
différent, à la vérité. Tune de Tautre, de manière 
cependant que la différence devient inaffignabie ; 
donc dans la limite elles feront égales. IVIais où eft 
la limite? Au point M où les points N, I , C fe 
confondent. Mais alors les lignes MN, CN , IN 
difparoiilènt , cela eft vrai ; cependant les lignes 
M H , L H , S H proportionnelles aux premières , 
continuent de relter finies , & dans la limite les 
raifons L H: MH, S H: MH font égales. Donc 
quoiqu alors, dy foit = o & </ ^ = o , cependant 
lonaSH: MH::MP: PT. Mais la raifon de. 
Jy : dx n'eft pas égale à celle M P : P T tandis 
que dy & dx font quelque chofe ; feulement la raifon 
de dy: dx approche extrêmement de celle à^yi 
PT lorfque dy & dxîont des quantités extrêmement 
petites ; donc très - près de la limite les raifons de 
dyidxy 2a i :iy^yi PT approchent extrême- 
inent de l'égalité, & dans la limite, lorfque dy=^0 
gfC dx ^=0. les raifons de 2a: 2^, y : PT font 
parfaitement égales. 

On peut donc dire que la raifon de </y: dxtrcS" 

frèsde la limite fait connoîtrele raifon exadedey : 
T dans la limite. Or la raifon de dy: dx très-près 
de la limite étant égale à la raifon 2 a : 2 y + dy^ 
Ton a dans la limite 2a:zyi:y:VT^ parce qu alors 
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ély^rzo^auGi bien que </y*.Puifque dans la limite 
dy'- == o , il eft vifible qu en cherchant la propor- 
tion de la limite. Ton peut en différenciant né- 
gliger ^j/*. Mais pourquoi ne néglige-ton pas auffi 
dy ? Parce qu alors on ne connoîtroit pas la raifçn 
très-approchée auprès de la limite de 2 a : 2^, que 
fait connoître la raifon dy: dx. Ainfi. les dy^ 
les dx font quelque chofe, lorfqu*on les exprime, 
te deviennent = o à fa fin du calcul; donc on 
peut négliger dx^ devant dx^ dx^ devant dx^ ^ 
parce que H dx^ fe trouve dans un calcul , fon 
çoeflScient étant fini , dx^ fiiffirapour faire connoître 
la raifon de la limite, & dx^ devra être négligé. 
i(îp. M. Newton confidere les différentielles 
comme des quantités évanouiflantes ou naiffantes , 
& ceft dans cet état qu'il confidere les rapports 
de ces quantités: il les appelle ^//jiir/o/75. Pour dé-^ 

Cgner la fluxion de jr , les Anglois écrivent x ; la 
(econde fluxion fe marque ainfi xi la troifiéme 

fluxion fe défigne par x ; &c. On met autant dç 
points au-deflus de la variable , qu'il eft défigné 
par Tordre de la fluxion^Ils appellent fiuenus ce 
que nous appelions inté^les : ainfi x en la fluente 
de Se ou de dx. Pour revenir, à M. Newton , on 
peut lui faire cette objedion. Si les fluxions font 
des quantités évanouiflantes , elles ne doivent point 
avoir d'autres fluxions , autrement une quantité éva- 
nouiflàtîte feroit compofée d'autres quantités éva^- 
nouiflantes, ce qui paroît impoflîble : car il eft évident 
qu'alors les premières fluxions ne feroient pas éva- 
nouiflantes. Mais dans nos principes rien n'èmpcche 
que des quantités dx^dy extrêmement petites très- 
près de la limite aient d'autres différentielles i^x« 
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dddx &c. ddy^ dddyicc. D^ailleurs une cho(ê 
quelconque eft exiftante ou non exiflante : il ny 
a point de milîeu entre exifter & ne pas exuler , 
& toute quantité paflède Texiftence à la non exK^ 
tence dans un inftant indivifible. Il paroît donc 
bien diiSBcile d'admettre des quantités évanouiflantes 
ou des quantités confidérces dans Tétat depaflage de 
lexiftence à la tion exiftence , comme il eft im- 
poffible de confidérer une chofe dans fon état de 
paflage du néant à l*étre. 

170, On peut encore faire une autre objeâiôn 
i M. Nevton. Les fluxions ou quantités évanouit» 
fantes font quelque chofe dans cet état, c^eft-à« 
dire , pendant qu'elles sVvanouiflènt , ou font =o* 
Dans le premier cas I N =:ij^ cft< N C (fig. 1 37), 
& la raifon de dy à dx n'eft pas égale à la raifon 
de CN : ^;ir, ou à la raifon as yx PT. Dans le 
fécond cas il paroît abfurde de chercher la i:^ifon 
d'un rien à un rien. Auffi M. Newton ne veut pa$ 
qu'on çonfideire les fluxions lorfqu^elles font éva-» 
nouies , mais feulement lorfqu'elles s'évanouiiIènt« 
Au refte je fuis rempli d'eftime pour ce (iiblime 
Mathématicien ^ auquel nou9 devons tant de belles 
découvertes. ^ 

Remarque. Nousinrons dît ci-deflus (16^) 
que la raifon de dy: dx ctoit à la fin égale a la 
raifon de l'ordonnée à la fous-tangente, d\>ù il 
fuivroit qu'on auroit klaûndyidxiiy: PT;: 
LH: MH. Dans la limite on a ^: PT:: LH 
s=H S (dans la limite): H M, mais alors dy=^o 
& dx= O'y donc jamais la raifon de ^^ : dx ne 
peut être égale à la raifon de^^ 2 TP, puifque dy 
& dx ne neuvent atteindre à la limite fiins cefler 
d'exifter.Cctte difficulté eft fans dojj te très-forte, mais 
ne paroît pas impoftible à réfoudre, £q efiet quand 



jm 



Calcul BiFFÉRENxiELé |ox 



on prétend que laraifon de dy t ^/jtr devient à la fîti 
égale à celle dey: PT, cela doit s'entendre do 
manière que la raitbn de H S: H M, qui eft égale 
très-'près de la Kmite à celle de dy : dx ^ devient 
dans la limite égale à celle de HL: HM^ qui eft 
égale à celle dey: PT; de forte que fi dy Se dx 
exiftoient dans la limite , la raifon de dy : dx feroit 
égale à cellede^: PT. De même quand on dit 
que des quantités ou des raifons qui vont tou- 
jours en sapprochant de Tégalité de manière 
que leur différence devient-plus petite qu aucune 

guantité donnée font à la fin égales ; cela s'entend 
ces quantités exiftent dans la limite, à moins 
3u*on ne veuille établir une efpéce d'égalité entre 
es riens ; & pour les raifons fi les quantités qui 
les forment exiftent, ou bien encore cela s'entend 
des quantités, qui dans la limite ne difparoificn t 
pa^, & auxquelles les quantités qui dans la limite 
ront==:0 étoient proportionnelles très-près delà 
limite* 

Enfin fi Ton fe rappelle que Ton a trouvé ci* 
deifus(i6^)dy: dx :: 2a: ly-^-dy^ ce qui a lieu 
auprès de la limite , on verra que dans la limite 
HL: HM:: 2a: 2y ■+• o; car dans la limite 
dy = 0. Et fi l'on fait LH = dy & HM = 
dx , l'on aura dans la limite dy : dx :: 2a i 
2y::y: PT. Mais alors dy Ôcdx ne font pas les 
diflFérentielles de l'ordonnée & de l'abfciffe, mais 
font des quantités H S, H M, qui hors delà limite ^ 
étoient proportionnelles aux véritables dy & dx^ 
& qui dans la limite deviennàit H L , H M (ng. 138)^ 
& font alors proportionelles ïy&cFT. 

M. EuIIer prétend que les différentielles font des 
purs runs. Si cela étoit vrai , on ne pourroit les compa- 
rer enfemble } car on ne peut dire ni concevoir qu ua 
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rien foit double, triple, &c. d'un autre rien. Il 
faudroit même dans cette hypothèfe admettre des 
riens de difFérens ordres les uns infiniment plus 
grands que les autres. Mais comment concevoir 
qu'un rien , qui nVft pas une grandeur, peut être 
plus grand ou plus petit qu'un autre rien, qui 
n'a lui«même aucune grandeur? Comment com^ 
parer ce qui ne peut ni exifter, ni être conçu & 
qui n'a aucune propriété (*) ? Ainfi nous ne (aurions 
admettre l'opinion de ce grand Mathématicien. 

Le détail dans lequel nous venons d'entrer peut 
feire comprendre aux Commençans en quoiconfifte 
l'artifice du calcul différentiel , que très-peu de 
Géomètres paroifToient avoir pénétré. A l'égard 
du calcul intégral , puifqu'en diflférenciant y^ l'on 



(*) On dira peut-être que 6 : j : : 6 X o : 3 X o : : o : 
o : : 1 : i. Mais (i la rai(on o : o vaut z , la laifon 6X0: 
3X0 fera le produit des raifon égales 6 : 3 & o : o , & fa 
valeur fera 4 & non pas z , ce qui efl contre la fuppofîcion ; 
& il eft vifibie que les raifons 6: ^ Se 6 X o: 3X0 no 
peuvent être fuppofées égales qu'autant qu'on regarde o 
comme une même quantité qui multiplie r antécédent & le 




pofc que l'antécédent o (qu'on regarde 
quantité infiniment petite) efl multiplié pair une quantité dou-" 
blc de celle qui multiplie le conféquent o , confidéré com- 
me une quanuté infiniment petite égale au p qui (è trouve à 
l'antécédent. On fait aufli qu'en diviiant a a — bb par a — b, 
le quotienjE donne a + £• Lorfque b^ia^ ce quotient eil =3 

X a , & alors on a £= ---— =s 

• • — ^ I. (o) 

2 4 O 

-^ — = — , en confidéianc o comme une même quancîcé 
^ui multiplie za Se u 
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écrit OLydy , il eft vifible que pour retrouver y\ 
il fliffit d*augmenter Texpofant C i fous-tendu ) de^ 
d*une unité, & de divifer enfuite ipBx^idy pouc 
avoir ^* , de manière que les régies du calcul in- 
tégral étant analogues à celles du calcul difFéren* 
tiel 9 il ne peut y avoir aucune erreur dans la 
méthode quon fuit dans ce premier calcul, quand 
xnéme il y en auroit dans le fécond. 

Calcul des différences finies^ 

fji. Si la quantité variable x reçoit un incre- 
menç fini/;, la fondion x^ deviendra (x-h/^)*» 
xx^^px'^'PP^ de mêmea:^ deviendrai ^4-3/; oc* 
*^3P^ X'^ p^. Cependant la quantité x^ ^==^\ ne 
changera pas de valeur , parce que ( x-^p); eft aulfî 
r= I j ce qui vient de ce. que x^ eft une quantité 
confiante = 1. 

Suppofons que y eft une fondion de x, qui 
devient y^ (*) lorfque x devient x ^ p ; & y^^ 
lorfque x devient :r -+- 2/?; &c. les valeurs de x 
& de jr fe répondront de la manière qu on voit icû 

XyX'-^py x^ 2p; X'^^pi x^^p; &c. 

yi y'i i"î y"; y; &c. 

Comme la ferie arithmétique x ; x +/? ; Jtr-+-2/; 
x-^^P'y &c. peut être continuée àTinfini, de 
même la ferie^jj^' îj'";^'" î y^ ; &c.peutavoir 
une infinité de termes. Siy=jK:,oufi^y=tfA:+^, 
la ferie j^ s J'* > >'" > &c. lera arithmétique. Si ^ =s 



(*) Dans rexpreffion ^* , i ne défigne pas rexpofanc 
^J^ y ^ l'on n'emploie cecce expreflion que poiù diftinguec 
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, Ton aura une firit harmonique Mais Ut 



t X ^ c 
feric kv^ géométrique , fi j^ = a». 

172. Pour défigner les difFérences (Juî fe trou- 
vent entre les termes de la ferie yi y^ î y^i &c. 
{*e me fervirai de la lettre D j de forte que y^ — »y 
èra = Dy, y" — ^^ == Dy^ , &c. Ainfî Hy 
exprimera l'incrément que reçoit y lorfqu'on fubt 
titue jc +/' au lieu de x : nous appellerons auf& 
cet incrément /a diférenùelU finie de j^, ou fim- 

{)lement la différence de y. Ceft pourquoi Dj^" 
era la différence dej^'*, ceft-à-dire, Texcèsde y"* 
furj'^.Dans la ferie ces différences Tiy\Tiy^ \ûy^^ ; 
Djy'"; Dj^'^ ; &c. on peut prendre de nouvelles 
différences, & les tepréfenter comme on le voit icU 
HHy = Dj^' ^Tiy 

&c. 
Il cft aifcde voir que DD>' ou H^y repréfente la k^ 
conde différence dey; D*^'* la féconde diflerencê 
^ty^'y &c. De même les troifîémes différences 
de j^ ; y*;&c.feront défignées par D^jr; D^j^* ; &Cé 
& ainfî de fuite. 

Maintenant puifque Dy* ==>'" — v* 9 oii aura 
-Qxy —y^^^^y' ^^^ 8cDT>y''^=^y''' — 

ay -hj'*; & par conséquent D^jy=DD^'— * 
DDy =y''' — 3J^" + 3j^* —7. De même 

J)iy^=:y''^^y'''^10y''''— lOy'^ -^ 
^y* — y; Se ainfî de fuite. Dans ces fèries les 
çoefficiens numériques font les mêmes que ceux du 
binôme (a — ^ )*" lorfque m eft un nombre en* 
tierpofitif. 



m 
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175. Problème. Trouver Us différences de tous 
les ordres delà puiffance x^. Puifqlie^ =: x^ ^ oa 
aura^' = C^-+-/?)^, &Dj^ac=y' — y ^=zx x 
^2.px-^ pp — x^ :=i2 px^ pp. M.ais p eftici 
une quantité confiante, qui ne reçoit aucun incré- 
ment, &D a; eft===/?;doncDD^=D (2/^ a:-+-/>/7> 

t=i2pDxs=z2ppi & DDDjf = Oi D^j^5=o; 
&c. 

174. PROBLEME. Trouver les différences de tous 
les ordres de la puijpince x^. En faifant y isn x^ ^ 

Von aura j^' = ( ^ •+•/')' 9 & ^y = 3P^^ •+• 
ppx '+' p^. Mais D.xx ==: 2px '+^ ppî donc 
.^p x^ = 6/;/^ a; 4-3/'^ Or D.^ppx =3/;*, 
&D, 3;i3 — : o; doncDD^ = 6p^x •+- (J/^^s 
&Dî^ = 6^5 ; les autres différences font = o» 

175*. Problème. Trouver la différence première du 

logarithme hyperbolique de x. Soit y sszh. x. Ton 

aura y aB= L.(:r -+•/), &Djr=j^' — jK ==» 

X 

Puifque Dy en y^ — y > ^'^^^ aura y^ ssi y 

i+-Dj.; Ton aura de même y =jy •+- ^Dj^ -f. 

BDy; f''=y + 3 % ■+" 3 Ï^Ar 4- D3> ; 
yT =jr 4-5'DyH-6DD>^-|-4D3^+D^y; 

&c. Les coefficiens numériques fe trouvent évidem- 
ment par révolution du binôme ( ^2 ■+- * j'" ; de forte 
qu*en général Ton aura la valeur de y de Tordre /z, 
que je défignerai pary^"^. Ton aura, dis-je,y^")=5 

y + T D j^ H- : — -♦" ^ 

'^ '^ 1.2 1. 1. 3 

4- &c. Si au lieu d*un. incrément fh Pt x recevoit 
un décrément — /^ , c eft-à-dire , fi jr fe changeoit 
en X '-jP, alors à ( * -r* z*/^) répondroit >'^'*) 
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- -r. A «•(«— 0-J^ n.{n~i).{n— %).Dfjr 

y^^,.Dy + J-- — 

&c. 

ij6. Voyons maintenant par quel moyen étant 
donnée une différence, on peut par la méthode 
înverfe revenir à la quantité qui Ta produite, & 
que nous appellerons yô/72/w« (*). Si Ton fuppofe :f 
=:Dy, Ton aaraM. {=j^ ■+• C, M étant la ca- 
radériftique qui défigne la fomme, & Cune quan- 
tité confiante arbitraire , ou qu on peut déterminer 
par la nature du problême. Or cette quantité C 
n'ayant aucun incrément , doit avoir diffjaru dans 
la différenciation. Quand on n'ajoutera pas de quan- 
tité confiante à la fomme , il faudra la fuppofer* 
Au refte cette quantité peut fouvent être = o. 

Puifque D jr =/> , Ton aura M.p =b^, &M. i 



8= — ; car la différentielle D x étant = / , Ton 

aura Df — )=: — s=i. Donc M. i = — • Nous 
p ^ f F 

aurons auflî M.(2px '^ pp) = x^\ donc M. je 

M. — = — — . JL on a de même 



ip 1 zp 1 

M. (spxx'+' SP^^ '■irp^y = ^S ou 3/?.M** 

' x^ 

•+* ^p^.M.X'+' pKM. 1=^x^1 doncM.xx=: — 
•— j!;M. X ^— M. I = — — — H- -^. De 

même M. a:< = ~ — ^- M. a:*—/»* M;t: — ^. M» x; 

4P * 4 



^ (*) On pourroit Tappeller l'intégrale d'une différentielle aiuç 
âfierences finies. 
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Si l'on fubftitue dans cette exprëffion les valeurs trou, 
vées ci-devant de M. ** , M.«, & M. i , il viendra' 

^^ T7 — "T" "^ r~* ^'^ trouvera par la 



même méthode M.** =s .— L, x* +-px' 

t ' x' 

îV /»'.*■*; M. *«.=:-* 4** 4- j/».*J — . 

~p*.x^ -f- ^^54-. Il eft facile de continuer. Si on 
fuppofe p= I , ce qui eft très-permis , on aura 
M. I =M.*"=* 
M. * =iA:f--i* 
M.Tjr = f«J--'lV 4-7* 



M.*4='^,^I^4^1^5__ . 



5 50 



. X 



M. o;^ = 1 ^^ - 1 ;r^ + i :c5 _ i ;c3 + ;!. ^ 
&c. = &c. 

ijj.Soity = , on auraj^^=: 



Dy = L L_ = 

p*^ — r-;: — ; 7-; , formule digne de remàr- 



que. Donc M. — — t' r— r- = 

* C — ). Puifque D y = ' -^ -■ 

Va 
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«__î — , on a y = M. ( — ^. ^ — r — ) 
M.( î )= * & M. ( — ) 

M.( ^.' .,„ ) — Ct—TT )» formuleque j* 

défignerai par (A). 

• 178, PfiOBLÊME. Trouver lafommt de la quantîii 

^^ . En faifant cette quantité = r . on 

aura / = —•—' ■ Donc M«/=M. Ci) --^ 

M. ( ). Mais par la formule A , Ton trouve 

M. Ci) = Ai C — ^' — ) — i y^ àonc M./ =3 
M. C — — ) —M. C — ^ ) — k <Ç. De même 
M.C-i-)eft=:M. c-;^)— C-^)î 
c'eft pourquoi M. r=M. C ) —M. C ) 

^ ^ ^-4-ip :v -+-3P 

î— 4^ y' — C ') • Mais l'équation ci -deflus 

^ X -Hp 

M.C — r^ — r) --M. C — ^ — ) =— ^; 

donne ^ en fuppofant n ==t 2 , — C "* > 

** x'-f-ip'^ 

csM. C— ^^ — )— M.C —)x donc M.r 

*-+-ip -^f-t-jp 



.1' 
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I/fap du calcul des dîffcrences finies dans la do^rin^ 

dcsferies. 

17p. xDéfignant le nombre des termes, le terme 
général d'une fuite eft une fondion de x dans 
laquelle fi on fubftitue fucceflîvement à la place 
de X les nombres i ^ 2 , 3 , 4 , y , &c. on obtiendra 
tous les termes de la ferie. Ainfi la ferie i , 7, 13, 
ip, 2y , 31 3 &c. a pour term« général 6 a: — yi 
de forte que fi Ton fuppofe :*: = y , par exemple, 
ce terme général que j'appellerai X devient A =3 
6;c-— 5" =5 30— jpsrsaj', cinquième tçrme 
de la ferie propofée. Le termt fommatoire d'une 
ferie ( on peut le défigner par S) eft une fonc- 
tion de X dans laquelle fi à la place de x on 
fubftitue un nombre entier pofitif , on aura la 
fomme d'autant de termes que ce nombre contient 
d'unités. Le terme fommatoire S de la ferie dont 
nous venons de parler étant 3*'^ — 2:t:, fion 
fuppofe :tr = 3, on aura S = 27 — 6 = 21, 
fomme des trois premiers termes de la ferie. 

Suppofons une ferie a^ b, c, e ,/,g, &c. dont le 
terme général correfpondant au terme du rang;^ 
foit = X , le terme fommatoire étant repréfenté 
par S. tf uifque S repréfenté la fomme d'autaiit de 
termes que x contient d'unités , ta fomme du nom- 
bre X — I de termes fera = S < — X. Si l'on re- 
tranche cette quantité de la fuivante S , le refteX 
fera la différence de ( S — X ). Suppofons p =zx^ 
àrcaufedeX = D(S — X), nous aurons M.X=! 
(S — X); donc S = M. X --h X -H C, La quantité 
. C doit être déterminée de manière que lorfque 
X = 0, Ton ait auflî S = o; de forte que û x 
étant = o , l'on trouve S = y, l'on aura l'équation 
•SsBsf -i-.C= Oi donc C fera alors s= —^ r. Si j( 



V 
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étant toujours=o. Ton trouvoitS=s — y-i^C, Von 
auroït C — 5* = o, & par conféquent C =o-+-5'=5'. 
La raifon en eft que le terme fommatoire S doit 
S*évanouir lorfque la valeur de la ferie eft nulle; 
or la valeur de la ferie eft nulle ^ (i jc = o. Mais 
il S s= , lorfque x ^= o, dans ce cas C fera =o. 
Si au lieu d'exprimer fimplement par S comme ci- 
deflus , le terme fommatoire d'une ferie dont le terme 
général eftX, nous l'exprimons par S.X, nous 
aurons l'équation S. X s= M. X + X+ C, & fai- 
fànt toujours /? = i , & fuppofant fucceflivement 

X =^ jr** ,x\ X*, x^ ^x^, icc. nous trouver©» 

S*x^ = X 

S.x' = '-x-+{x 

S.x^=\x^+{xx+^,x 

S.x^=.\x^ + lx^^lx^^{-^x 

S.x' = lx'+{x'^^^x''-f,x^'^i,x- 
S.x'=^x'+ix' + \x'^i-^x^^}x^ 



— X 



S.Ar'=^*'-4-f**+|**-À**+i^ 






S.x''=i-^x'' ^lx''+^,x'^x' +x^ 

Lx^'+^ — x 

• X sss:— a: *4- - jp ^X — -j- X -t-T^ 



-/ 
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En examinant ces fuites , on s'apperçqit qu'il y 
a une loi par laquelle les termes de la fuivante 
peuvent fe déduire de la précédente , fi on en 
excepte le dernier terme dans les feries qui con- 
tiennent la première puiflance de x. Omettant 
donc ce dernier terme, fi on a S, x^ =tf jt"*' -f. 
tx" + CAT»-' — ^A:""î+/ir«-î — ^:«^""^+î 

A jp"""* — &c. la fomme fuivante fera 



n-f-i n-l- 1 



n n — X n — 4 



ap«"' -i- -^ -i — ;c»-' — &c, 

n — 6 ^ n — 8 

Si n eft un nombre pair, la ferie que nouç venons 
de trouver fera exaâe; mais fi n eft un nombre 
impair, il faudra ajouter un terme qui fera = ± Px. 

Pour avoir la valeur de P , on fuppofera jc=:I 5 
donc dans ce cas on pourra fuppofer x'''*'\= i = x% 
& S.x'^^ = S. x^==:x'= I. Ceft pourquoi on 
fuppofera la fomme de tous les termes trouvés 
par la formule précédente = 1 , & de cette fup- 
pofition on déduira la valeur de P. Par exemple 
la valeur de S. x^ étant S.x^ = Ix"" -\^"^xi -H 
J^ x^ — r^ x^9 ton en conclura, en faifant n=:^, 
S.x-^' =S.x'==^'j. ^. x' + l.lx'+ f ^ ^^ — 
f^.Arî.+ P;f,ouS.^^=i;r^-hl;c^+ixî — i;cJ 
-f-ÎP*-. Quon faflè maintenant xs=:i pour avoir 
I == i^^i-4-i— ^-l-P, il viendra P = ^, 
ainfi que cela doit être. 

180. Problème. Trouver le terme fommatoire de. 
U ferie 2, 7, i;, ^5, 40, 77, 77, lOO, &c. 

XXX "4^ X 

dontie terme général eft ssi • Le term« 
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général étant conipofé de deux membres ^ xx,^ 
'^\ x^ cherchez feparément le terme fommatoire 
de chacun par les formules ci-defllis , pour avoir 
S, \ x^ z={x^ '^ {xx + ^^, & S,^ a; == ^xx 
4- ^ jc- Ajoutant enfemble les deux termes ibm- 
matoires, leur fomme donnera le terme fomma* 

toire cherché; & Ion aura S. = { x^ 

^ XX ^\ X = \ X (:t: •+- 1 )^. Si Ton fuppofe 
ar=5',^((5)^ = 90 fera la fomme des cinq pre- 
iiBicrs termes de la ferie. 

i8i. Pkoblème. Trouver U terme fommatoire dt 
la ftric 1,27, i:2y, 343j7^Pj ^33^> &c.des cubes 
des nombres impairs dontlt terme général ejl (2x-^iy 
ts=z Sx^ — 12 ;c* -+-6jif — I, Ton aura 8. S. x^ 

5=2. V* "+"4^^ -+-2:!t^; : — I2.S.;t:* = — ^JC^-— 
éx^ — 2:r; -+• 6. S,:!ir =: + 3x* ^^x; — S. I 

>= — I. S.A°=— ;»;. Donc le terme fommatoire 
cherché fera 3= 2x* — x^ =xx (2xx — i % 
Si Ton fuppofe :xr=6 , Ton aura 36 x 71 =25'5'(î 
pour la lomme des fîx premiers termes de la ferie 
propôfée. 

182. Lorfque le terme général eft le produit de 
plufîeurs fafteurs fîmples qui forment une pro- 
greflîon arithmétique, on peut trouver plus fa- 
cilement le terme fommatoire par une méthode 
élégante que nous allons expliquer; mais nous 
avons befoin auparavant de faire quelques re- 
marques. Si Ion propofoit de trouver la différence 
delafonâion (x+p) (x^2p)s=:y; parce quen 
fubftituant at -+- /; au lieu do x ^ Ion a^^ = 
C Ar-f-2/?) (x -+- 3/?), Ton auroity — y:=:T>y 
:=2p (x^2p) = 2. C.r-4-2), en faifant yP= I. 
Donc M. (a; +2/?) = ~ (x-i-p) (x+2p). De même 
puifque la différence de Ix-hnp) [^-f-C/^+i^/'] 
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cû==:2p [x'^(n'+^i)p] , on aura M.[Ar+(;24-i )/;] 

=rFC^-+-'z/)[^-H(ff +1)/?], &cM.(x'+'npy 

= r? [:v+C/2 — I )p] (x-jrnp). Si lona^ss» 
[:r + (/2 — i)^] (X'+^np) ix + (n'^i)p]^ 

on trouvera D^ = 3/^ C^'+-/z/^)[.îf+C'2 4-'i3/']» 
Ceft pourquoi ^M,C A? + /2/7) f^4- (/2+ i)/? J 
~ Tir [ ^-+- ( «* ~ I )/' ] Ca;H-/2/7 ) [ ^-K/2H-i)/i]. 

De même M, (^(x -i^ np ) lx^(n^j)p]x^ 

ix+(n+2)p]y:==,^[x+(n^l)p](^x+np)K 

£^H-(/2-H i)p]^[x + (n^2)p].Ileii£ac]l€i 

de continuer, la loi de ces fommes étant évidente. 

Si Ton fuppofe/? = i , Ton aura M. ( jc-+-/î ) =3 

V C-*^"!-^ — I) (x+n)( :v4-«+i) ; & ainfi de fuite; 
Maintenant fi nous ajoutons à ces fommes le 
terme général , plus une confiante qui faflè éva- 
nouir le terme fommatoire lorfque ;*: eft = O,' 
nous obtiendrons les termes fommatoires fuivans* 
S.(x+n)^'^(ix + n) (a;-+-/z— l)-h(x-f-;2> 

— 1 ^Cn'+'l)C);QuS.(x+n):=z{(x+n)x 
(a:-+-;2-Hi) — ^/2(/z+l);S.(Ar4-;2)C;K:+/2+i> 
f=' \ (x +■ n) (:v'+-/24-l)(^+/2H-2) ~ 
"jnCn-^l) (/Z-H2); 8.(^*4-/2) C:r+;2-h 1X^^4-/2+2) 
ï^ '^(x+n) (x^n -+- i)(:c+;2H-2 ) (x^n^^y 

•^^;2C/2-+.i)(/z4-.2)(/24- 3); & ainfi de 
iiiitc. Si Ton fuppofe 72 = o, ou /z = — i, la 
confiante s'évanouira. 

Ainfi le terme fommatoire de la ferie 152,3,455*,' 
&c. dont le terme général efirc, fera = ~ Ar( ;v-|-i);. 
& la ferie fommatoire, de la ferie 1,2,3, ^^* 

O [^"*" ^ ] ^^ ^^ terme général , & — ~n (/z^-i ) la conC- 
tame ajoutée <juirend le terme fommatoire =s o , loxl^ue^f =o« 
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c'eft-à-dire, la férié dont le terme général eft 
fxCjp^-i), ferai, 3,6^ 10, ly, &c. dont le terme 

Ibmmatoire = — ^^ ^-^— ' , qui eft le ter- 

X. 1. 3 

jne général de laferie 1,4, 10, ao, 35*, &c. dont le 
terme lommatoire elt = ■ » 

I. 2« 3. 4 

terme général de la ferie 1, ^^ IS^ SS>7^>^^ 
dont le terme fommatoire eft = 

•«(x-^I ) (:c + s) ( AT 4-3j(xH-4 ) 

1. 1. 3. 4- y 

185. Nous avons trouvé ci-deflus Ci77) ^^ 
formule M. ( ,— -- — rF"Tr7~r~Tnr ) = — 

5,C ) , cette formule, en fuppofant p =z 1^ 

donne M. ( 7—- — rA r-^ ) = — ^*( — r->; 

donc en ajoutant le terme général & une cons- 
tante convenable. Ton aura le terme fommatoire 



S. ( i ) = i*- I. C ^) 

H- , L on aura de même 

S.C ^ y =: — 

ir_ 1 ^ -L. i f . î \ 

L on aura àufliS. [ r - . ," , ^ n/ . . \/.^„ Tv;l 
^ _ ir_____J ] 

i+.L r ^ î ): il eft facile dc^ 
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continuer , la loi de ces formules étant manifefte. 
De plus il eft bon d'obferver qu'au lieu d'ajouter 
le terme général aux fommes trouvées ci-deflus,on 
peut fe contenter d'écrire dans ces expre0îons;r4-i 
au lieu de x. 



Puifque S. 



I I 



(Af-f-/i) (jjf-H/z-f- i) /14-Î 



, & que 



I 



j, on aura p. — S, 



= -— TT •"■ ( )• De-là je tire lelemme 

fuivant, 

LemmEp s, — î S. ^' = — î— 

-c — - — ). 

184. Pkoblême. Trouver le terme fommatolre d^ 
la ferie I, y, ^, -^, ^I-, ^, ^^r. ^0/2/ & /</•!»« 

général ejl = . Parce que 



XX -+- Jf X X -^ X 

', l'on aura le terme fommatoire S, 



X -f- I XX'+'X 



2 s. i — 2. S. = 2 

2X 



— (parle 

^ -4- 1 X -+- 1 * 



lemme précédent) ==- 

X •+" I 

iS^*. Problême. Trouver le terme fommatoire de 
ta ferie 7 , -^ , iryTr» TTT^ ^^* ^^^^ ^^ ^^^^^ ^^'- 
;zftrtf/ eji = . Ce terme eft = 



1 



3i5 Cours de Mathématk^ues. 



i C-TA-)-i(-4-r).MaisS.C 



x—-r 



Kfi 



x — i 



ri 



S. C -!-r) + a— (— ^),&S.C-^-> 



S.C 



I 



I 



^+x 



S.( 



I 



) + î — C -r^rr)- DoncS.C — r> 



x-h^ 



X-"T 



)=2+i-~c-4T) - C -^)- 



Divifant donc cette valeur par 8 , on aura le 
terme fommatoire cherché =: 1 -f* ~ -— (" 



a^-*-4 



C 



) 



^ (4^-f-O 



S C4X4-^) 



3 f 2 Af-f-I ) ( Z Af-j-J ) 

i86. De ce qu*on a dit cî-deilùs C185), îl fuît 
qu*étant donnés les termes généraux qu*on voit 
çi-deflbus dans la colonne A, les termes fomma- 
toires correfpondans feront les mêmes qu'on voit 
dans la colonne B. 



TEEMES GévJÊKAUX. 

A 



ï. 1 



1.1.3.4 



TERMES SOMMATOIRB'f 

B 



X-^ I 

1-3 



X(x^l){x-h^){x^l) 

I. 2. 3.4. 5 
^(^H-i)(jc-+-i) (,v-^3) (A;-i-4) 



(x-4-i)(x-f- 1} 
^ 1.2.4 

1.1.3.5 

^(^i) (aH-i) {X-H3) (x-h4) 



/^ 
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. Il eft facile de continuer, la loi deces cxpreflîoni 
étant évidente ( * ). Cependant oh ne peut pas 
trouver par ce moyen le terme fommatoire de la 
ferie dont le terme général, eft i. 

Si dans les termes fommatoires de la colonne B 
on fuppofe a: = 00 ^ leurs derniers termes s'éva^. 



(*) Si Ton ayoit lapuiflance — m du biaomea + i> les 
Coeffictems fèroient, à compter du (ècond terme , feroient , dis- 

j — «i(.^», — I) — m(<^m*^ I) (— .m — 2) 

je ^ m, , : ^ 



>&c.E]i changeanc 



tous Iles £gnes , l'on auroit m y 



a. 3. 4 



2 2. 3 

M.( m-f-i ) fw-4-2)r m-l- a ) 



-, &C. , & en fûbftituant x an 
*• 3 • 4 

, M -1 •. «(x-Hl) JC. («4-1) (*-f-2) 

lieu de m, il viendroii jir , -^ i. - 

2 ' 2. 3 » 

, &c. qui lent les termes gé-% 

2.3*4 

néraui.des fuites des nombres figurés, en^n'y comprenant pas 
laferie des nombres conllansi, 1,1, &c. dont le terme général 

eft I = *® . Mais — '-^ eft le quotient de i divifé par 

X L*-H 13 

— — : ; eft le quotient de i divile 

par i 5 &c. Ainli les termes généraux de 

la colonne A ne font autre chofe que les quotiens de Tunité 
divifée fuccefrivemcnt par les nombres iigurés , en n*y com-» 
prenant ai les aojabics conftans ^ ai les nombres naturels* 



i 
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aouiront. C'eft pourquoi les ferles fuivantes coq* 
tinuées à riDfïni ont des fomoies Bnies. 

+ -h-t--h + -h -l-&c.= 
4-7r + Tî+ r. -+-&c.= 
+ îV+Ti + m 4-S;c.= 
+ n + r;+î^ -l-&c.= 
ne. 

FIN. 
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